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Introduction 



Le but de cette these est d'etablir une theorie de dualite de Koszul pour les PROPs, c'est-a-dire les 

objcts qui modcliscnt les operations a plusieurs entrees ct sorties sur differents types de structures 
algebriques, comme les algebres et les bigebres par exemple. 

La dualite dc Koszul dcs algcbrcs associativcs est une theorie qui a etc dcvcloppcc par S. Priddy 
[Pr] dans les annees 1970 . EUe associe a toute algebre quadratique A une cogebre duale A' 
et un complexe de chames appele complexe de Koszul. Lorsque ce dernier est acyclique, on dit 
que I'algcbre A est de Koszul. Une telle algebre, ainsi que scs representations, ont de nombreuses 
proprietes (c/. les travaux de Beilinson, Ginzburg et Soergel, entre autres [BGS]). 
Dans les annees 1990, une theorie similaire a ete developpee par V. Ginzburg et M. M. Kapranov 
[GK] pour les opcradcs algebriques. Une operade est un objet qui modclise les operations d'un type 
d'algebre donne et les compositions de celles-ci. La dualite de Koszul des operades a de nombreuses 
applications : construction d'un "petit" complexe pour le calcul des groupes d'homologie d'une 
algebre, notion d'algebre a homotopie pros, modclc minimal d'lmc operade. 

Les operades ne tiennent compte que des operations a n entrees et une seule sortie. Or, dans le 
cas des bigebres, on a des operations et aussi des cooperations (a plusieurs sorties) . On doit alors 
enrichir la notion d'operade, c'est-a-dire travailler avec des PROPs. 

II est naturel d'essayer d'etendre la dualite de Koszul des operades aux PROPs. Plusieurs travaux 

existent dcja dans cette direction par W. L. Gan [G], M. Markl ct A. A. Voronov [MV] mais, 
dans le premier cas par exemple, I'auteur ne traite qu'une sous-categorie stricte de PROPs. 

Pour tout PROP quadratique P, nous definissons ici un coPROP dual, note VK qui est une 
generalisation des notions de cogebre duale et de cooperade duale. En outre, nous generalisons 
aux PROPs les notions de bar et de cobar constructions, notees respectivement B et B'^. Rap- 
pelons que dans le cadre des algcbrcs et des operades dc Koszul, la cobar construction fournit une 
resolution quasi-libre de I'algebre (ou de I'operade) de depart. Nous etendons ce theoreme aux 
PROPs. 

Le principal resultat de cette these est le theoreme suivant qui donne un critere pour que la cobar 
construction sur le coPROP dual fournisse une resolution quasi-libre du PROP de depart. 

Theoreme (Critere de Koszul des PROPs). Soit V un PROP differentiel quadratique. Les propo- 
sitions suivantes sont equivalentes : 

(1) Le complexe de Koszul P' M P est acyclique. 

(2) Le morphisme naturel de PROPs differentiels gradues par un poids B^{P') P est un 
quasi-isomorphisme. 

Lorsque c'est le cas, on dit que P est un PROP de Koszul et la resolution (2) fournit le modele 
minimal de P. 

Dans cette these, nous commengons par generaliser les notions relatives aux anneaux et aux 
algebres a toute categoric monoi'dalc. Par exemple, on definit les notions dc module, modules 
lineaire et multilineaire sur un monoi'de, de produit relatif, et d'ideal d'un monoi'de. Notons que 
ces generalisations ne sont pas immediates, notamment lorsque le produit monoi'dal n'est pas 
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bilineaire. 

Nous donnons aussi une construction du monoide libre. Dans le cas ou le produit monoi'dal est 

biadditif (ou bilincrairc, c'cst-a-dirc lorsqu'il preserve les coproduits a gauche ct a droite), on sait 
que le monoide libre sur un objet V est donne par les mots en V. Le cas general est plus com- 
plique et a ete tres peu etudie. Nous decrivons ici la construction du monoide libre dans le cas oil 
la categoric monoi'dale preserve les cocgalisatcurs rcflcxifs. Notons que cette hypothcse est asscz 
peu restrictive. Nous montrons que les foncteurs analytiques scindes preservent les coegalisateurs 
reflexifs. Comme tous les produits monoi'daux, que nous etudions dans cette these, induisent des 
foncteurs analytiques scindes, cette propriete est verifiee par tous nos exemples. On pent done leur 
appliquer la construction proposee ici. 

Pour dcmontrer le thcorcme cnonce precedemment, on sc place dans la categoric des §-bimodules. 
Un §-bimodule est une collection de {Sm, §n)-bimodules, oil §„ est le groupe symetrique. Les S- 
bimodules servent a representer les operations a n entrees et m sorties sur un certain type de gebre 
(algcbre, cogcbre, bigcbre, etc ...) : P{m, n) ® ^igim jy^;^^ ^e cadre, nous introduisons 

un analogue au produit tensoriel ®k des espaces vectoriels sur un corps k et au produit o de 
composition des operades, que I'on note M. Pour deux S-bimodules Q et V, le produit QMV 
reprcscnte les compositions d'opcrations de V avec cellcs de Q. Comme ce produit n'a pas d'lmitc, 
on ne considere que la partie de celui-ci qui s'ecrit a I'aide de graphes connexes. Le produit engendre 
est unitaire et on le note Klc. 

Un PROP est dcfini comme une "algcbre" pour le produit Kl. Comme toutc I'information des 
PROPs que nous considerons ici s'ecrit a I'aide du produit connexe Klc, nous definissons un ana- 
logue connexe aux PROPs que nous appelons les properades. Une properade est un monoide dans 
la categoric monoi'dale des §-bimodulcs munie du produit Mc. Des lors, on travaille au niveau des 
properades. Ce choix de presentation permet d'obtenir des resultats un peu plus fins et il n'est 
pas reducteur. Les categories des PROPs et des properades sont reliees par une paire de foncteurs 
adjoints. A partir d'un PROP, on dcfinit une properade en oubliant les compositions non connexes. 
Ce foncteur admet un adjoint a gauche S0 base sur le produit de concatenation des §-bimodules (g) 
qui est bien connu, notamment du point de vue homologique. Pour etudier le produit Kl, il suffit de 
faire I'ctude sur le produit monoi'dal KIc et d'utiliscr cct adjoint a gauche. Ainsi tous les thcoremes 
donnes dans cette these au niveau des properades out un equivalent au niveau des PROPs. 

La difiicultc pour gcncraliser la dualitc de Koszul des algcbres aux operades vient du fait que le 
produit tensoriel (S)k est bilineaire alors que le produit o n'est lineaire qu'a gauche et qu'il s'ex- 
prime avec des actions du groupe symetrique. Le produit Klc (et Kl) introduit ici n'est lineaire ni 
a gauche ni a droite et il s'ecrit lui aussi avec des actions du groupe symetrique. Afin de surmon- 
ter cette difficulte, nous etudions les proprietes homologiques du produit en generalisant la 
demarche conceptuelle de B. Fresse [Fr] des operades aux properades. Pour mener a bien cette 
etude, on ne peut pas se contenter de reproduire simplemcnt les demonstrations du cas opcradique. 
L'idee principale que nous ajoutons ici vient du fait que le produit mono'idal Kg induit des fonc- 
teurs analytiques. Et c'est precisement les graduations induites par ces foncteurs analytiques qui 
nous pcrmettent de decomposer les differents complexes de chaines en jeu, et ainsi de conclure les 
demonstrations . 

Nous etendons le produit Klc (et Kl) an cadre des §-bimodules diffcrenticls gradues par un poids. 
Dans le meme chapitre, nous definissons les notions de 7^-module quasi-libre et de properade quasi- 
libre et nous en etudions les proprietes. Nous poursuivons avec la generalisation des notions de 
bar et de cobar constructions aux properades (et aux PROPs). Les definitions de ces constructions 
reposent sur des generalisations naturelles des notions d'edge contraction et de vertex expansion 
donnees par M. Kontsevich dans la cadre de la (co)homologie des graphes {of. [Ko]). Nous montrons 
un premier resultat significatif : 
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Theoreme (Acyclicite de la bar construction augmentee). Pour toute properade differentielle V, 
le morphisme d' augmentation 

V B{V) I 

est un quasi-isomorphisme. 

Nous utiliserons ce resultat homologique pour construire des resolutions au niveau des properades. 
Pour cela, on demontre les deux lemmes de comparaison suivants. 

Theoreme (Lcmmc dc comparaison des modules quasi-libres analytiques) . Dans la categorie 
monoi'dale des S-bimodules differentiels gradues par un poids, on considere ^ : V V un mor- 
phisme de properades augmentees et {L, A) et [L' , A') deux modules quasi-libres analytiques sur 
V et V de la forme MMV et L' = M' M V . Soit <^ : L ^ U un morphisme de V-modules 
analytiques, oil la structure de V -module sur L' est celle donnee par le foncteur de restriction ^' . 
On pose $ : M — *• M' le morphisme de dg-S-bimodules induit par 

( : P 

Si deux des trois morphismes suivants < $ : M ^ M' sont des quasi-isomorphismes, alors le 

\ $ : L^L' 
troisieme est aussi un quasi-isomorphisme. 

Theoreme (Lemme de comparaison des properades quasi-libres). Soient M et M' deux dg-S- 
bimodules gradues par un poids et de degre superieur a 1. Soient V et V deux properades quasi- 
libres de la forme V = T{M) et V = T{M'), munies de derivations de et dg' provenant de 
morphismes 9 : M ^ ®s>2-^(s){^) si 0' '■ M' —y ©s>2 -^(s) (^^') preservent la gradua- 
tion totale venant de celle de M et M' . Et soit, un morphisme de dgS-bimodules ^ : V ^ V 
qui respecte la graduation analytique de T et la graduation totale. Alors, $ induit un morphisme 
$ : M = ^(i)(M) ^ M' = F(i)(M'). 

Le morphisme $ est un quasi-isomorphisme si et seulement si $ est un quasi-isomorphisme. 

Ces deux lemmes sont des generalisations aux properades de lemmes donncs par B. Fresse [Pr] dans 
le cadre des operades. Comme les objets lies au produit o se decrivent a I'aide des arbres, I'auteur 
utilise les proprietes des arbres pour construire des suites spectrales dont la convergence permet 
de demontrer les deux lemmes. N'ayant pas de tclles proprietes dans le contexte des PROPs, nous 
avons rafRne le raisonnement en introduisant une graduation supplemcntaire qui vient du nombre 
de sommets des graphes considercs dans le cas des properades quadratiques. Un autre avantage 
de cette demarche est qu'ellc inclut le cas des algebres. 

Le lcmmc dc comparaison des modiilcs quasi-libres analytiqiies joint a I'acyclicite de la bar con- 
struction augmentee pcrmct dc montrcr le tlicorcmc suivant : 

Theoreme (Resolution bar-cobar). Pour toute properade differentielle augmentee graduee par un 
poids V, le morphisme naturel d' augmentation 

B%B{V)) ^ V 

est un quasi-isomorphisme. 

Enfin, on pent conclure la demonstration du theoreme de dualite de Koszul des properades avec 
le lemme de comparaison des properades quasi-libres. 

Theoreme (Dualite de Koszul des properades) . Soit V une properade differentielle quadratique. 

Les propositions suivantes sont equivalentes 

(1) Le complexe de Koszul T" "P est acyclique. 

(2) Le morphisme de properades differentielles graduees par un poids B''{V') — > V est un 
quasi-isomorphisme. 
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Comme le foncteur ^0 qui relie les properades aiix PROPs preserve I'homologie et comme, dans 

tous les complexes presents ici, la differentielle agit composante conncxe par composantc conncxe, 
on generalise tous ces resultats au cadre des PROPs. Ceci permet d'achever la demonstration du 
theoreme de dualite de Koszul pour les PROPs. Enfin, on montre qu'un PROP est de Koszul si 
ct sculcmcnt si la propcradc qui lui est associcc par Ic foncteur oubli est de Koszul, ce qui justifie, 
a nouveau, le fait de travailler au niveau des properades. 

Remarquons que les algcbres associativcs ct les opcrades sont des cxcmplcs dc properades. Ainsi, 
les theoremes demontres ici s'appliquent a ces deux cas particuliers. On retrouve exactement les 
resultats de B. Presse [Fr] pour les operades. Par contre, les demonstrations de B. Presse n'incluent 
pas le cas des algebres, alors que celles donnees ici les incluent. 

Pour pouvoir monter qu'une properade est de Koszul, il reste a montrer que le complexe de Koszul 

est acycliquc. En s'inspirant des travaux de T. Fox et M. Markl (c/. [FM]), on introduit une large 
classe de properades V definies comme un "melange" de deux properades A ei B plus simples. 
Nous demontrons que lorsque ces deux properades Aet B sont de Koszul, la properade V est de 
Koszul. Ce resultat permet d'afRrmer que la propcradc BiCie des bigebres de Lie (c/. V. Drinfeld 
[Dr]) et la properade sBi des bigebres de Hopf infinitesimales (c/. M. Aguiar [Agl] et [Ag2]) 
sont de Koszul. (Elles sont construites a partir de deux operades de Koszul a chaque fois). En in- 
terprctant la cobar construction sur les duales de telles properades, on peut calculer la cohomologie 
de certains graphes au sens de M. Kontsevitch [Ko]. Dans les cas BiCie et eBi, on retrouve les 
resultats de [MV] sur la cohomologie des graphes classiques ainsi que des graphes ribbons. 

Dans une derniere partie, nous generalisons les definitions des series de Poincare des algebres 
et des operades aux properades. Nous etablissons une equation fonctionnelle qui relie la serie 
de Poincare d'une properade de Koszul a celle de sa duale. Ceci nous permet de generaliser aux 
operades quadratiques quelconques les resultats obtenus par [GK] au niveau des operades binaires. 
En appliquant cette equation fonctionnelle a une operade libre particuliere, nous redemontrons une 
formule verifee par la serie generatrice des polytopes de Stasheff. 
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On travaille sur un corps de base k de caracteristique nuUe (sauf au chapitre 3). 

0.1. Les differentes categories en jeu. La premiere categorie presente dans cette these 
est celle des modules sur le corps k (espaces vectoriels sur k) que Ton note fc-Mod. Munie du 
produit tensoriel (8>fe, elle forme une categorie monoi'dale. (Lorsqu'il n'y a pas d'ambigui'te, on note 
ce produit (g)). 

Soient V, W et A des modules sur fc et / : V W un morphisme de fc-modules. L'application 
/ (g)/c idA '■ F iJJfe A ^ (8)fe A sera souvent note / A. Et on fera de meme dans toutes les 
categories monoi'dales presentes ici. 

On travaillera aussi dans la categorie des fc-modules gradues, notee g-Mod. La graduation est ici 
positive et un A:-module gradue V est un module sur k qui admet une decomposition de la forme 
V = 0„£N Vn. On dit qu'un morphisme de modules gradues / : V ^ W est homogene de degre 
d si f{Vn) C Wn+d pour tout n dans N. 

On considere la categorie des fc-modulcs difFcrentiels gradues, notce dg-Mod. Un fc-module diffe- 
rentiel gradue V est un module sur k qui admet une decomposition de la forme V — ®„gpj Vn et 
qui est muni d'une differentielle 6 : Vn ^ 14- 1, c'est-a-dire un morphisme de degre —1 qui verifie 
5'^ — 0. La categorie g-Mod des modules gradues est une sous-categoric pleine de la categorie 
dg-Mod des modules differentiels gradues. Elle correspond aux modules differentiels gradues dont 
la differentielle 5 est nulle. On note i?*(V^) I'homologie du complcxe de chaines definie par V 
et |?;| = n rcprcscntc Ic degre homologiquc n d'lm clement v de V . On dit qu'un morphisme 
de modules differentiels gradues f : V ^ W est homogene de degre d si f{Vn) C Wn+d pour 
tout n dans N et s'il commute avec les difFerentielles respectives. On appelle quasi-isomorphisme 
tout morphisme homogene de degre 0, / : V ^ W, qui induit un isomorphisme en homologie 
H.,{f) : H^,{V) ^ H^,{W). 

Un point crucial dans le present travail est I'utilisation d'une graduation supplementaire donnee 
par un poids . Les fc-modules V qui admettent une decomposition en fonction d'un poids V = 
©pGN ^^''^ forment une categorie notee gr-Mod. Dans le meme esprit, on appelle module differentiel 
gradue par un poids tout module differentiel V qui se decompose en une somme directe de sous- 
modules differentiels notes V^^K On note la categoric associee gr-dg-Mod. Ces modules sont bi- 
gradues par le degre homologique d'une part et par un poids d'autre part. On note la graduation 
homologiquc par Vn et celle donnee par le poids par V'^''^ (voire V(p)). On dit qu'un foncteur est 
exact lorsqu'il preserve I'homologie. 

Toutes les inclusions de categories sont resumees dans le diagramme 

fc-Mod > g-Mod > dg-Mod 



gr-Mod gr-g-Mod gr-dg-Mod. 
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Toutes ces categories sont munies d'un produit tensoriel. A partir de V et W deux modules 

difFerentiels, on associc la produit V (E)k W , dcfini par (V (E)k W)n = ® j+j^„ Vi ®k Wj ct la 
differentielle S d'un tenseur elementaire homogene v w est donnee par 6{v ®k w) = d{v) ®k 
w + (— 1)'"'^ (8>fe S{w). On utilise dans ce cadre les regies de signe de Koszul-Quillen : lorsque Ton 
doit commuter deux objets (morphismes, elements, etc ...) de degre d et e, on introduit un signe 

A deux modules (eventuellement differentiels) gradues par un poids V et W, on associe le produit 

V ^kW donne par la formulc analogue {V ®fe WyP^ = ®s+t=p ®fe W^'^K 

Ces produits monoidaux transforment les inclusions precedentes en inclusions de categories mo- 

noi'dales. 

0.2. n-uplets. Pour simplifier les ecritures, un n-uplet (ii, . . . , i„) sera note t. On aura affaire 

ici a dcs n-uplcts d'cnticrs strictcmcnt positifs. Et on rcpresente la quantitc ii + ■ ■ ■ + in par 
Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguite sur les nombres de termes, on note 1 le n-uplet (1, . . . , 1). 
On se sert de la notation i pour representer des produits d'elements indices par le n-uplet 
(ii, . . . , in)- Par exemple, dans le cadre des fc-modules, Vj correspond au produit (8)fe • • • <8)fe Vi„ . 

0.3. Groupe symetrique. On note S„ Ic groupc dcs permutations dc {1, . . . , n}. On rc- 
presente une permutation a de S„ par la n-uplet (cr(l), cr(n)). On prolonge la remarque 
precedente, pour tout n-uplet (ii, . . . , in), on note le sous-groupe x • • • x Sj^ de S|j| . A partir 
de toutc permutation t dc S„ ct dc tout n-uplet i = {ii, . . . , in), on associe une permutation de 
§|j| dite permutation par blocs definie par 

n = Ti^,...,i„ = h + 1, • • • , «i H 1- V-i(i), ■ • • , 

h + 1' ■ • • ) «1 H 1- V-i(n))- 

0.4. Suites spectrales associees a un bicomplexe. Soit {V, 5h, 5y) un bicomplexe. A ce 
bicomplexe, on associe deux suites spectrales qui convergent vers Fhomologie du complexe total 

5 = 5h + 5y. 

r{V)^H,{V,6) et ir{V)^H,{V,5). 

Plus precisement, on a 

dP) = {Vs,t, 5,), d') = {Ht{Vs,„ 6,), 5h) et 7,% = H,{Ht{V,,,, 6,), 6h). 
Et pour la secondc suite spectralc, on a 

d") = {Vs,t, Sh) , {lilt, d') = {H,{K,t, 5h), <5.) et III, = Ht{Hs{V.,*, S^), 5,). 

0.5. Gebre. On regroupe sous le terme generique de gebre touts les differents types d'alge- 
bres, de cogebres, de bigebres, etc ... Cette terminologie a ete proposee par Jean-Pierre Serre (c/. 
[S]). 
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CHAPITRE 1 



Notions Monoidales 

Le but de ce chapitre est d'abord de fixer les notions que Ton rencontre dans differentes categories 
monoidales. La plus utilisee est probablement celle de monoi'de. La notion de monoi'de inclut celles 
d'anneau, d'algebrc ct d'operadc. L'utilisation de la notion de categoric monoi'dale permet de 
generaliser les raisonnements effectues dans le cadre des anneaux et des algebres. On donne par 
exemple les definitions de module sur un monoi'de, de produits relatifs, de monoi'de libre et d'ideal 
d'un mono'idc. 

II faut cependant faire attention lorsque Ton generalise ces notions. Elles viennent toutes d'un cadre 
tres particulier ou le produit mono'idal est biadditif. Plusieurs generalisations d'une meme notion 
sont possibles, ct ccrtaines rcposcnt sur ce que nous appelons les parties lineaires et multilincaires 
du produit mono'idal. La definition d'ideal que nous proposons ici entre dans ce cas de figure. La 
generalisation stricto sensu de la notion d'ideal ne permet pas de conserver la propriete que le 
quotient d'un mono'i'de par un ideal est muni d'une structure naturelle de mono'idc. Pour pallier 
cette difficulte, nous definissons les ideaux a partir de la notion plus fine de partie multilineaire. 
II en va de meme pour la construction du mono'i'de libre. Le cas biadditif est connu depuis longtemps 
(c/. [MacLl]). Pour avoir le mono'i'de libre sur un objet V, il sufFit alors de prendre les mots en 
V. Le cas general a ete tres peu traite. Nous donnons a la section 6, une construction dans le cas 
ou le produit mono'idal preserve les coegalisateurs reflexifs. Cette hypothese est verifiee par tous 
les produits rencontres dans cette these. 

1. Categoric monoidale 

On rappelle ici rapidement les definitions usuelles des categories mono'idales. Pour plus de details, 
on renvoie le lecteur au livre de S. Mac Lane [MacLl] (chapitre VII). La definition dc categorie 
mono'i'dale est inspiree par la categorie des k modules munie du produit tensoriel sur k. 

1.1. Categorie monoi'dale stricte. 

Definition (Categorie monoidale stricte). On appelle categorie monoi'dale stricte toute categorie 
A munie d'un bifoncteur □ : ^ x ^ ^ ^ associatif, c'est-a-dirc vcrifiant I'identite 

□ (□ X idA) = ^{idA xD) : Ax Ax A, 

et d'un objet I, unite a gauche et a droite pour le produit mono'idal □, c'est-a-dire verifiant 
I'identite 

□ (7 X idA) = 0{idA X /) = idA- 

On la note {A, □, /). 

Exemple : La categorie des endofoncteurs d'une categorie C munie de la composition des fonc- 
teurs et du foncteur identite {C^ , o, idc) est une categorie mono'i'dale stricte (a cause de la stricte 
associativite de la composition). 

1.2. Categorie mono'i'dale. Commc nous vcnons dc le voir, la definition prccedcnte est trop 
rigide pour inclurc tous les cas que nous aimerions traiter. Pour pouvoir englober plus de cas, il 
faut relacher les hypotheses et considerer I'associativite et les unites a isomorphisme pres. 

Definition (Categorie mono'i'dale) . Une categorie monoidale est une categorie A munie 
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d'un bifoncteur □ : Ax A—> Aet d'une famille d' isomer phismes 

aa,b,c ■■ {aab)ac = aa{bac) 
naturels en a, b et c, tels quo Ic pcntagone suivant commute pour tout a, b, c, d dans A : 

{an{bncj)nd ""'"""''^ ^ an((6nc)nd) 



{{anb)ac)ad aa{{ba{cad)) 

{aab)n{cnd.) 

ct d'Tui objet / ainsi que deux isomorphismes : IDa = a ct : aOl = a naturels en a tels 
que le diagramme triangulaire suivant commute pour tout a, c dans A : 

{aai)ac ^ aD{iac) 




et tels que 

Xi ^ PI : lai I. 

On la note {A, □, /, a, A, p) voire {A, □, /). 

Definition (Foncteurs monoi'daux). Tout foncteur entre deux categories monoidales qui preserve 
la structure monoi'dale est appelc foncteur monoi'dal. 

1.3. Exemples. 

(1) La categoric des ensembles munie du produit cartesien et d'un ensemble a un element 
pour unite forme une categoric monoi'dale notee (Ens, x, {*}). 

(2) Sur le mcme modclc, la categoric dcs cspaccs topologiqucs forme une categoric monoi'dale 
pour Ic produit et un ensemble rcduit a un point pour unite (Top, x, {*}). 

(3) Les groupes abeliens avec le produit tensoriel sur Z et le groupe Z lui-meme torment une 
categoric mono'idale notee (Ab, (8)z, Z). 

(4) Vient ensuite la famille d'exeniples formee par los categories dc fc-modulcs. Le plus simple 
est celui de la categoric; ck^s modules sur k munic du produit tensoriel classique ®fc avec k 
pour imite. On la note (fc-Mod, k). Puis, en afiinant la definition du produit tensoriel 
(c/. Conventions), on fournit a la categoric des fc- modules gradues et a celle des fc- 
modulcs diffcrentiels gradues une structure dc categoric mono'idale notees respectivement 
(g-Mod, ijjfe, fc) et (dg-Mod, (8)^, fc). On pent aussi citcr Texemple des representations 
vectoriels sur differentes structures algebriques (c/. D. Calaque et P. Etingof [EC]). 

(5) Un exemple plus complique, inspire par la theorie des operades (c/. V. Ginzburg et M.M. 
Kapranov [GK] et J.-L. Loday [L3]) , est donne par la categoric des §-modules. Un 
S-module est une collection (P(n))„gN» de modules sur S„. On munit cette catogorie du 
produit o defini par 

VoQ{n)= P(fc) Os. Q(ii) Ofe • ■ • ®fc Q(ifc) 

il + .-. + ifc=n 

et de I'unite / — (fc, 0, . . .). EUc est notee (§-Mod, o, /). Remarquons que dans tous 
les exemples precedents le produit mono'idal preserve les coproduits a gauche comme a 
droite, alors que cet exemple-ci ne verifie cette propriete qu'a gauche. 
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1. CATEGORIE MONOID ALE 



Remarque : Dans la theorie des groupes quantiques, on se sert de la notion de categorie tensorielle 

qui est unc categoric monoi'dalc dont Ics morphismcs (Horns) sont munis d'unc structure de k- 
modules de dimension finie. lei, il nous sufEra de considerer seulement une categorie monoidale 
abelienne. 

Definition (Categorie monoidale symetrique). Une categorie monoidale est dite symetrique si 
elle possede des isomorphismes To, 6 : aUh hUa naturels en a, h tels que 

Ta,b ° = idbOa, Pb = M ° U,1 1 

et tels que le diagramme suivant commute : 

{aUb)Uc aU{hUc) {hUc)Ua 



OL}j a c bnTa c 

{bDa)Dc '-^^ ba{aac) ^ ba{caa). 

Les exemples de (1) a (4) sont des exemples de categories monoi'dales symetriques. 

1.4. Theoreme de coherence de Mac Lane. Grace au theoreme suivant, on peut souvent 
se passer des isomorphismes a, X et p pour ne considerer que des categories monoi'dales strictes. 
C'est pourquoi, on omet souvent en pratique d'ecrire ces trois isomorphismes. 

Theoreme 1 (Theoreme de coherence de Mac Lane, cf. [MacLl]). Toute categorie monoidale est 
equivalente a une categorie monoidale stricte. (La relation d'equivalence est celle des categories 
monoi'dales). 

COROLLAIRE 2. Tout diagramme construit avec les isomorphismes a, A et p, les identites et les 
produits monoidaux est commutatif. 

1.5. Categories monoi'dales abeliennes. Soit {A, □, /) une categorie monoidale abeli- 
enne. Dans I'etude d'une telle categorie, un des enjeux fondamentaux est de comprendre le com- 
portement du produit monoi'dal vis-a-vis du coproduit. Pour cela, on introduit les deux foncteurs 
suivants : 

Definition (Foncteurs de multiplication). Dans une categorie monoidale {A, /), pour tout 

objet A, on appcllc /onciewr de multiplication (ou de composition) d gauche par A (respectivement 
d droite), le foncteur defini par La '■ N ADN (respectivement, Ra '■ N i-^ NO A). 

Definition (Categorie biadditive). On appelle categorie hiadditive toute categorie monoidale 
abelienne telle que les foncteurs de multiplication La gIRa soient additifs pour tout objet A, 
c'est-a-dire qu'ils preservent le coproduit. 

Dans une categoric biadditive A, on salt construire certains objets importants commc le monoi'de 
libre par exemple {cf. section 6). Par contre, le cas general est plus complique et il faut souvent 
faire la distinction entre deux types de notions. Pour cela, on definit I'objet suivant : 

Definition (Partie multilineaire) . Soient A, B, X eiY des objets de A. On appelle partie mul- 
tilineaire en X le conoyau de I'application 

AUYUB Aa{X e Y)aB, 

que Ton note Aa{X ® Y)DB. 

Exemples : 

- Dans le cas d'une categorie monoidale biadditive, on a toujours ^□(X © Y)DB — AOXDB. 

- Dans le cas des S-modules, Ao (2L®Y) correspond aux elements de la forme A{n) (^s„ Z{i\) (8)fc 
■ ■ ■ ®k Z{in) avec Z = X o\iY mais avec globalement au moins un X, d'oii la notation. 

Remarque : La partie multilineaire en X de I'expression An[X ® Y) montre le defaut pour le 
foncteur Ra ■ Z ADZ a preserver les conoyaux. En effet, si ce foncteur preserve les conoyaux, 
alors la partie multilineaire AO[2L® Y) se reduit a AOX. On voit par exemple, que le foncteur 
Z ^ Ao Z lie aux S-modules ne preseve en general pas les conoyaux. 
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Lemme 3. Soient A et B deux objets d'une categoric abelienne A. Soient n eti deux morphismes 

BT^A 



tels que i soit une section de n, c'est-d-dire tt o i = idA- Alors le noyau de n est naturellement 
isomorphe au conoyau de i. 

Demonstration. Comme i est une section de tt, I'objet B se decompose sous la forme B ~ 
imA(B kerTT. Ce qui montre que cokeri ~ keiTr. □ 

Grace a ce lemme, on peut ecrire la partie multilineaire en X comme un sous-objet de Aa[X ® 
Y)aB. 

COROLLAIRE 4. La partie multilineaire en X correspond aussi au noyau de I'application 

AD{X e Y)DB ^"""^"^i ADYUB, 
oil tty est la projection X ®Y ^ Y. 

Nous aurons besoin plus loin du lemme technique suivant. 

Lemme 5. On se place dans une categoric monoidale abelienne {A, □, /). Soit C = A® B un 
objet de A. Alors, le conoyau de : AaA ^ CuC est donne par CU{A®B) + {A®E)UC. 

Demonstration. On a le diagramme commutatif suivant : 

Au{A®B)^ ^Cu{A®E) ^ {CUC)/{AUA) 



AniA 




D'ou, 



cue = C uA(bCu{A®B) 

= AnA®{A®B)nA®Ca{A®B) 

^ V ' 

coker(z>ini^). 



De la meme maniere, 



CaC = AaA ®Aa{A®B)®(A® B)oC . 

V ' 

Ainsi, CD{A ®B) + {A(B B_)nC ^ (CaC) /{AaA) et I'egalite vient de la precedente combinee a 
An{A®B)<-^Cn{A®B). □ 

Remarque : Le coroUaire precedent montre que le conoyau de iA^iA peut etre vu comme un 
sous-objet de COC. Plus prcciscmcnt, le lemme 3 montre que le conoyau de iA^iA correspond au 
noyau de ttaOtta (c'est-a-dire kCa{A®B) + {A® B)nC). 



2. Monoide 

La notion de monoide est la generalisation naturelle de celle d'algebre. 
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2. MONOIDE 



2.1. Definition. 

Definition (Mono'ide). Dans une categoric monoidale (A, □, /), un monoide est un objet M 

muni dc deux morphismcs : 

- une composition (ou multiplication) fj, : MOM — > M, 

- une unite r] : I ^ M 

tels que les deux diagrammes suivants soient commutatifs 



(MaM)aM- 



Ma{MDM) 






riDM MDt) 

/□M - — ^ MOM ^ — - MUI 




On le note souvent (M, ^, ry). 

2.2. Exemples. Dans le cas strict, un monoi'dc dans la categoric (C', o, idc)) dcs cndofonc- 
teurs d'une categoric C n'cst autre qu'une monadc. 

Dans les exemples dc categories monoi'dales donnes precedemment, la notion de monoide corre- 
spond aux definitions suivantes : 

(1) Dans la categoric des ensembles, on retrouve la notion classique de monoide. 

(2) Dans le cas des espaces topologiques, on parle de monoide topologique. 

(3) La definition d'un anneau est exactement celle d'un monoide dans la categoric (Ab, (g)z 
,Z). 

(4) Pour les categories construites a partir de /c-modules, la definition dc monoi'dc est celle 
de fc-algebre (fc-algebre graduee et fc-algebre differentielle graduee). 

(5) La donnee d'un monoi'dc dans la categorie dcs S-modulcs est celle d'unc operadc. 

Definition (Morphismes de mono'i'des) . Un morphisme de monoi'des est un morphismc qui com- 
mute avec les compositions ct les unites dcs mono'i'des source et but. 

Ainsi, les mono'i'des dc A munis de leurs morphismes forment une categoric notec Mon^. 

Dualement, on a la notion dc comono'ide. 

Definition (Comono'ide). On appelle comonoide (C, A, e) de la categorie {A, □, /), tout mono'ide 
dans la categoric opposee {A°^, 0°p, I). 

Dc manierc equivalentc un comono'ide C est la donnee 

- d'un morphismc A : C ^ COC appclc comultiplication, 

- et d'un morphisme e : C ^ I appele counite. 

La comultiplication est coassociative, cc qui sc rcprescnte (en omcttant les isomorphismcs naturels) 
par le diagramme commutatif 



■cue 

CDA 



CUC^^CUCUC. 
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Et la relation de counite s'ecrit 



PC Ac 

cm ^ c ^ — — mc 



CDe 



enc 



cue. 



2.3. Monoide augmente. Enfin, dans de nombreux cas, nous aurons affaire a des mono'ides 
munis d'une counite. 

Definition (Monoide augmente). Un monoide (M, /U, r]) est dit augmente s'il possede un mor- 
phisme de monoi'des e : M ^ I. Cela signifie que le diagramme suivant commute : 



MOM /□/ 



et que 



■ I = idi. 



Si, de plus, A est une categoric abelienne, on pose M = ker s, que I'on appelle ideal d' augmentation 
de M. 

Proposition 6. Dans une categorie monoidale abelienne, tout monoide augmente est isomorphe 

a~M ®I. 

Demonstration. Le morphisme 77 est un relevement de la suite exacte 

ker e 



M' 



□ 



3. Modules sur un monoide 



Plusieurs generalisations de la notion de module sur une algebre sont proposees ici. Elles sont 
toutes cquivalcntcs dans le cas d'une categorie biadditive. 

3.1. Definition de module. 

Definition (Module sur un monoide). Un module d gauche R sur un monoide (M, /x, rj) est la 
donnee d'un objet i? de ^ avec un morphisme r : MdR R tels que les diagrammes suivants 
commutent 



{MaM)aR ""''■"'■I Ma{MaR) 



^MDr 



MUR 



MUR 




lUR ^MUR 



R. 



On note la categorie des modules a gauche sur M par M-Mod. 
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3. MODULES SUR UN MONOIDE 



La definition de module a droite {L, I) est symetrique et on note la categorie associee Mod-M. 
Enfin, on appcUcra himodule tout objct B qui est a la fois un module a gauche et a droite et tels 
que Ics deux actions commutent. On note cette categorie M-biMod. 

EXEMPLE : Un monoi'de (M, ^,, rj) agit sur lui-meme par multiplication jjb. On parle alors de 
representation reguliere. 

Remarque : Comme les definitions entre les modules a gauche et les modules a droite sont simi- 
laires, on se contentera dans la suite de ne detailler qu'un des deux cas. 

En dualisant la definition de module sur un monoi'de, on aboutit a celle de comodule sur un 
comonoide. 

Definition (Comodule sur un comonoide). Soit (C, A, s) un comonoide. Un objet Rde A muni 
d'un morphisme r : R ^ CUR est appele comodule sur C a gauche si (iZ, r) est un module a 
gauche dans la categorie opposee {A°^, U°p, I). 

3.2. Module libre. L'oubli de la structure de module definit un foncteur de la categorie des 
modules (a gauche) sur un monoi'de M vers la categorie A. 

U : {R, r) ^ R. 

Ce foncteur admet un adjoint a gauche qui est donne dans la proposition suivante. 
Proposition 7. Pour tout objet A de A, I'objet Ma A avec le morphisme 

Ma{MoA) "-^^ {MaM)aA MaA 
forment le module a gauche libre sur A. 
De la meme maniere, on a : 

Proposition 8. Pour tout objet A de A, I'objet CdA avec le morphisme 

CuA {CaC)DA Ca{CDA) 
forment le comodule d gauche colibre sur A. 

3.3. Modules multilineaire et lineaire. Dans le cadre d'une categorie mono'idale abeli- 

ennc, on pout proposer deux autrcs generalisations do la notion classique de module sur un anneau, 
celles de module multilineaire ct de module lineaire. 

Definition (Module multilineaire). Un objet R est un module multilineaire a gauche s'il admet 
un morphisme r : Mn(M©_R)— »iZ verifiant les diagrammes commutatifs suivants : 



{MaM)a{M®R) — ' ^ ^ Mn{Ma{M ® R) ® MUM) 




MDR 



On a alors le meme type de propoposition pour le module multilineaire libre. 
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Proposition 9. Pour tout objet A de A, I'objet Mn(M ® A) muni du morphisme defini par la 
composition 



MU[M® MU{M®A) ) -".-.-e.— ^^ {MUM)U{M®A) i^^l^ MU{M®A) 
forme le module lineaire a gauche libre sur A. 

La terminologie de "modules multilineaires" vient du fait que I'on fait agir M sur des elements de 
M et de ii mais avec au moins un element de R. 



Une autre notion, celle de module lineaire, a ete introduite dans le cadre de la cohomologie de 
Quillen des monoi'des par H. J. Baues, M. Jibladze et A. Tonks dans [BJT]. La definition de 
module lineaire se resume en disant que M agit sur des elements de M et de mais avec un seul 
element de R. 



Pour pouvoir dcfinir la partic dc Afn(M © R) qui s'ecrit avec un seul element de R k droite, on 
linearise le foncteur TZ : X Mn{M e> X). 

Definition (Effet croise). Soit F : ^ ^ ^ un endofoncteur de la categorie abelienne A. Pour 
deux objets X et F de A, on definit Veffet croise r{X\Y) par le noyau de I'application 

T{x\Y) = ker (t{x ® Y) r(x) ® r(y)^ . 

L'image de I'effet croise r{X\X) via Papplication 

T{X\X) ^ T{X © X) T{X), 

correspond a la partie non additive du foncteur F. II suffit done de quotienter T{X) par cet objet 
pour obtenir un foncteur additif. 

Proposition 10. Le foncteur F'"^'* defini par 

padd(^^ = coker (r{x\x) ^ r{x ® X) r{x)j 

est un foncteur additif. 

De plus, la transformation de foncteurs add : F — > F"'^'* factorise de maniere unique toute trans- 
formation naturelle F ^ E, oit 11 est un foncteur additif. 

Lorsque Ton linearise Ic foncteur TZ : X Mn(M ® X), on obtient la partie lineaire en X de 
I'expression Ma{M © X). 

Definition (Partie lineaire). La partie multilineaire en X de I'expression MU[M®X) correspond 
a l'image W'^'^iX). 

On definit la notion de module lineaire grace a cet objet de A. 

Definition (Module lineaire). On appellc module lineaire a gauche, tout objet i? dc ^ muni d'un 
morphisme r : 72.'*'*"^ (i?) — > R qui verifie le meme type de diagrammes commutatifs que ceux des 
deux definitions de modules precedentes. 

Corollaire 11. Lorsque la categorie A est biadditive, les notions de module, module lineaire et 

module multilineaire se confondent. 

Demonstration. Lorsque la categorie A est biadditive, la partie lineaire et multilineaire en R 
de MU{M © R) correspond a MUR. □ 

4. Produits monoidaux relatifs 

La definition du produit monoi'dal relatif est la generalisation naturelle de la notion de produit 
tensoriel relatif sur une algebre. 

A partir de maintenant, nous nous placerons toujours dans une categorie monoidale abelienne 
{A, □, /). Soit (M, ji, rf) un monoide de A. 
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4.1. Definition et premieres proprietes. 

Definition (Produit monoidal relatif). Soient (L, /) un Af -module a droite et {R, r) un M- 
module a gauche. On definit le produit monoidal relatif LUj^R par le conoyau de 

LUMUR I LUR LUmR. 

LOr 

On a les premieres proprietes suivantes. 

Proposition 12. Pour R un M -module a gauche, on a MUmR = R. 
Et pour un M -module libre a droite AUM, on a {AUM)UmR = AUR. 

Demonstration. On montre que r correspond au conoyau voulu. Deja, la composition 

MnMnR I MOR ^ R 

MOr 

est nuUe par definition de Faction r. Ensuite, considerons / : MDR A telle que 

uOR f 

MDMDR -^.^ > MnR A 

— MOr 

soit nuUe. L'application (/xDi?) o (r/DMDi?) est un isomorphisme de inMnR vers MOR. On 
regarde alors la composition 

/ o (iiDR) o (tjDM DR) = fo (MOr) o (-qOMaR) 

= fo (ryDi?) o (/Dr). 

Posons f = f o {r/OR). Alors, aux isomorphismes lies a / pres, / se factorise en f = f or. Comme 
r est un epimorphisme {r or] = X), on en conclut qu'une telle application / est unique. □ 

4.2. Foncteurs de restriction et d'extension. Soit un morphisme de monoi'des $ : M — > 
M'. On construit a partir de $ deux foncteurs entre les modules sur M et ceux sur M'. 

Definition (Foncteur de restriction). On appelle foncteur de restriction induit par le foncteur 
: M'-Mod M-Mod defini par 

MUR' M'UR' ^ R'. 

Le morphisme $ induit sur M' une action a droite par M. On pent definir un foncteur reciproque 
a$'. 

Definition (Foncteur d'extension). Le foncteur d'extension issu de $ est le foncteur $1 : 
M-Mod M'-Mod donne par le produit de composition relatif 

$!(i?) = M'UmR. 

Proposition 13. Les deux foncteurs $1 : M-Mnd - m' Mod : sont adjoints. 

Demonstration. Commengons par definir les deux transformations suivantes : 

- L'unite d'adjonction u : idM-Uod => o $1 est donnee par 

UR : R = MUmR^ M'UmR ='^UmR. 

— Quant a la counitc c : $1 o $' idM'-Mod, elle correspond au passage au quotient, pour le 
produit relatif sur M, du conoyau definissant le produit relatif sur M' de M'OR' . Ce qui se 

21 



CHAPITRE 1. NOTIONS MONOID ALES 



resume ainsi : 



M'Dm^-{R') 



M'nM'nR' 




^M'Um'R' = R' 



(/.'aK')o 

(M'D*DK') 



M'nMnR'. 



m'd^dr' 



On verifie ensuite les relations voulues : 
(1) La composition 

—H. o o ^,{R) 

correspond au morphisme identite 

En effet, on a le diagramme commutatif suivant : 



M'DmR- 

coker 



5>! (u) 



M'DMiM'UMR) ■ 

coker 



0*1 (H) 



^M'UmR 



M'UR = M'U{MUmR) ^ M'u{M'UmR) -E2lig^ M'Um'{M'UmR) = M'UmR 

M'n coker M'D coker ^""v.. coker 

^ M'UR. 



M'UMUR > M'UM'UR ■ 



coker 
coker □ 



(2) D'autre part, on a 



■{r:)—^^\r') = 

M'UmR' ^R' = idw. 



□ 



4.3. Quotient indecomposable. Lorsque (M, /x, /, e) est un monoide augmente (c/. sous- 
section 2.3), la ocunite e induit un foncteur e- : /-Mod = M-Mod qui fournit une structure 
de M-module a tout objet de A. On parle alors 6! action triviale ou action scalaire . En outre, 
on a un foncteur ei : M-Mod 7-Mod = A tel que s\{R) = lU^R- 

Definition (Quotient indecomposable). Le produit relatif R = lU^R est appele quotient inde- 

com,posahle Ac R. 

La bijection naturelle d'adjonction s'ccrit alors 

Hom^(i?, A) = HomM-Mod e'(^))- 
Et, I'unite d'adjonction devient 

i? = Af OmR iomR = R. 

Remarque : Le nom (quotient indecomposable) vient du fait que, dans un cadre ensembliste, il 
represente les elements du module qui ne peuvent etre obtenus comme image d'autres elements 
par Faction de M. 

Rappelons que lorsqu'un monoide est augmente, alors on a 



A = Ani ^ AUM ^ A 



idA- 



22 



5. COEGALISATEURS REFLEXIFS 



Ceci donne la proposition suivante. 

Proposition 14. Lorsque le monoi'de M est augmente, on pent identifier le quotient indecompo- 
sable de la representation reguliere avec I et celui du module libre MnA avec A lui-meme. 

5. Coegalisateurs reflexifs 

Nous avons vu que, dans Tetude d'une categoric monoidale abelienne, on cherchait a comprendre le 
comportement du produit monoi'dal vis-a-vis du coproduit. Plus fort encore, on pent aussi chercher 
a savoir si Ic produit monoi'dal preserve les conoyaux. Dans Ic cas du produit tcnsoricl classiquc 
comme les foncteurs de multiplication Ra et La sont des adjoints a gauche d'autres foncteurs, 
ils sont exacts a droite. Et comme ils sont additifs, ils preservent les conoyaux. Plus generalement, 
un fonctcur preserve los conoyaux si c;t sculcnicmt si il preserve! les eoproduits ct qu'il est exact 
a droite. On voit done que, dans une categoric monoidale qui n'est pas biadditive, le produit 
monoi'dal n'a aucune chance de preserver les conoyaux. C'est pour cela que nous avons introduit 
la notion de partie multilincairc qui sort a mesurer le defaut pour les foncteurs de multiplication 
a preserver les conoyaux (c/. section 1). 

On salt que dans un categoric abelienne, la notion de coegalisateur correspond a cellc de conoyau. 

Par contre, il cxiste une notion plus fine, ccUe de coegalisateur reflexif. Cettc notion est plus 
facilement preservee par les foncteurs, notamment les foncteurs de multiplications. Pour preuve, le 
produit mono'idal o preserve les coegalisateurs reflexifs (c/. [GH]). Nous verrons a la section 8 que 
tout foncteur analytique scindc preserve les coegalisateurs reflexifs et que produits mono'idaux, 
que nous considerons dans cette these, induisent tons des foncteurs analytiques scindes. 

5.1. Definition et premieres proprietes. 

Definition (Paire reflexive). Une pairc de morphismcs Xi ; Xq est dite reflexive s'il existe 

do 

un morphisme sq : Xq Xi tel que da o sq = di o sq = idxo ■ 

Definition (Coegalisateur reflexif) . On appelle coegalisateur reflexif tout coegalisateur provenant 
d'une paire reflexive. 

Proposition 15. Soit T : A ^ A un endofoncteur d'une categoric abelienne A. Si F preserve 
les coegalisateurs reflexifs alors F preserve les epimorphismes. 

Demonstration. Soit B — C un epimorphisme. Comme on s'est place dans une categorie 
abelienne, on salt que tt correspond au conoyau de son noyau (que Ton note i) 

A<~^B -^C. 
Le conoyau tt peut s'ecrire comme le coegalisateur reflexif de la paire suivante 

so 

A®B^^B^^C, 

do 

oil do ~ i + ids, di ^ ids et sq — is- 

Comme F preserve les coegalisateurs reflexifs, on obtient que F(7r) est le coegalisateur de (F((io), 
F(di)). En tant que coegalisateur, F(7r) est un epimorphisme. □ 

5.2. Lien avec le produit monoi'daL Nous allons etudier certaines proprietes verifiees par 
un produit mono'idal lorsque ce dernier preserve les coegalisateurs reflexifs. 

Definition. On dit d'un produit mono'idal {A, □, /) qu'il preserve les coegalisateurs reflexifs 
si pour tout objet A de A, les foncteurs de multiplications Ra et La preserve les coegalisateurs 
reflexifs. 
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Proposition 16. Soit A est une categoric monoidale abelicnnc dont le produit preserve les 
coegalisateurs reflexifs. Soient 



Ml > Mo ss- M et Ni > Nq N 

do do 

deux coegalisateurs reflexifs. Alors MUN est le coegalisateur dc 



doOdo 

Demonstration. Soit 4> ■ MqONo A un morphismc tcl que (j){doOdo) = (j>{diOdi). 
L'hypothese que le produit monoidal □ preserve les coegalisateurs reflexifs donne que MqCIttn est 
le coegalisateur de {MoUdo, MoDrfi). Comme 

0(Mondo) = (pidoUdo) o {sqUNi) 
= (f>{dindi) o [soUNi) 
= (A(Monrfi), 

on a que cp se factorise de maniere unique sous la forme (p = (pio {MqDtti^), oil 0i : MqON — > A. 
On veut montrer que (l)i{doON) = (l)i{diON). Pour cola, il sufRt de montrer que 0i((ion7rjv) = 
(j>i{diOTTN) parce que MiDttjv est un coegalisateur (reflexif) et done un epimorphisme. On a 

Mdo^T^N) = (pidoONo) 

= (f>{doado) o {MiDso) 

= (/((diDdi) o (MiDso) 

= (pidiDNo) 

= (piidia-TTN)- 

Comme ttm^^ est le coegalisateur de {doON, diON), on pent factoriser de maniere unique (pi 
en (pi = (p o (wm^N) avec (p : MUN A. Ainsi, on a pu factoriser (p par wm^t^n, puisque 

(p = (p O (TTj^nSTrN)- 

Soit (p = ipo {ttm^'^n) une autre factorisation , on a alors que {tp — (p)o [t^m^t^n) = 0. D'apres la 
proposition 15, 'Km^t^n apparait comme une composition de deux epimorphismes, il s'agit done 
d'un epimorphisme, d'ou ip = (p. □ 



6. MonoTde libre 

Dans une categorie monoidale abelienne {A, □, /), pour tout objet A, on pent considerer les 
deux foncteurs de multiplication (composition) a gauche et a droite par A [La '■ N ^ AUN et 
Ra ■ N H^- NnA). Lorsque ces foncteurs preservent les coproduits, c'est-a-dire qu'ils sont additifs, 
alors la description du monoi'de libre sur V est assez simple et est donnee par les mots en V [cf. 
[MacLl] VII.3). 

Dans le cas oii seul un de ces deux foncteurs est additif, la construction du monoi'de libre pent 
s'ecrire a I'aide d'une colimite astucieusement choisie. {cf. [BJT] Appendix B). L'exemple des 
operades entre dans ce cadre. Ainsi, I'operade libre, deja explicitee en terme d'arbres par V. 
Ginzburg et M.M. Kapranov dans [GK] correspond a cette colimite. 

Par contre, le cas general a ete tres peu traite. Seul E. Dubuc propose une solution dans ([D]) a 

I'aide d'un raffinement transfini dc la construction usuelle. Nous proposons ici, une construction 
differente et plus concrete qui s'applique aux exemples que nous etudierons par la suite. 
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6. MONOIDE LIBRE 



6.1. Construction du monoide libre. On se place dans une categoric monoYdale abelienne 

{A, □, /) telle que, pour tout objet A de A, les foncteurs de multiplications et Ra preservent 
les colimites sequentielles ainsi que les coegalisateurs reflexifs. 

Soit V un objet de A. On considcre I'objet augmente V+ = I(BV, et on pose rj : I ^ V+ I'injection 
de / dans V+ et e : V+ ^ / la projection de V+ sur /. On note Vn = (V+)°"' (par convention 
Vo = = /) et on appelle J='S{V) I'objet defini par 0„^o K. 

Remarque : Cette objet est muni de degcncrescences 

Vi ■.Vn = (y+)°'n7n(l/+)°("-') ^'"""^""^ (F+)°'aF+n(F+)°("-^) = K+i • 

Et, lorsque V est un monoide augmente, J^S{V) est muni de faces pour donner la bar construction 
simpliciale sur V {cf. chapitre 6). 

Definition (Les categories simpliciales A et Afaco)- La categoric Afaco est une sous-categorie de 
la categoric simpliciale A. Dans les deux cas, les objets correspondent aux ensembles finis ordonnes 
[n] = {0 < 1 < • • • < n}, pour n Les ensembles de morphismes 7JomA(H, ["^]) sont formes 
des applications croissantes de [n] vers [m]. Pour j = 0, . . . , n, on definit les applications faces Si 
par 

' j si j < i, 

j + 1 si j > i. 

Les ensembles de morphismes de Aface sont formes des seules compositions d'applications faces 
(et des identites irf[„]). 

Remarque : La categoric Afaco est parfois notce A+ dans la litterature. 

Dans le cas oii le produit monoidal preserve les coproduits a gauche comme a droite, la colimite de 
J^S{V) sur la petite categoric Afacc correspond aux mots en V et fournit ainsi le monoide libre sur 
V note J^{V). C'est le cas dans les exemples numerotes de (1) a (4) preccdcmmcnt {of. section 1). 
Ceci explique pourquoi la construction du monoide classique libre (categoric Ens, exemplc (1)), 
de I'anneau libre (categoric Ab, exemplc (3)) et de I'algebre libre (categoric fc-Mod, exemplc (4)) 
se fait scion le meme schema. 

Dans le cas contraire, la colimite ColimAf^.^^ J^S{V) est un objet trop gros pour etre un bon can- 
didat au monoide libre. Dit autrcment, le morphismc de concatenation Vn^Vm Vn+m ne passe 
pas a la colimite. On quotientc done les Vn avant de passer a la colimite sur Aface- 

Posons T : V ^ V2 le morphisme defini par la composition 

V ''^^""''^^ luv e vui (J e v)u{i ®v) = v,. 

Pour A^B deux objets de A, AUV2^B s"injccte dans y4.n(V2 ffi V)UB via le monomorphisme 
Amiv^^B. En considerant la partie multilineaire en V de Tobjet ^□(V2 © V)UB, on a 

Au{V ®V2)nB = AuV2nB © Au{V2 ®V_)uB. 

On definit 

RA,B = ir<i[AU{V2®V)UB^ AU{V ®V2)UB — ^ — > AUV2UB) . 



Definition {Vn)- On definit Vn par 



Vn = coker i?Vi, v„_i_2 ^ K • 



vi=0 



On le note aussi Vn/iYn^Q Ri,n-i-2)- 
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Remarque : Dans le cas des operades, le §-module correspond aux arbres a n niveaux dont 

les sommets sont indices par des elements de V. Alors que 0^ Vn correspond aux arbres sans 

niveaux. En efFct, quotienter par le §-module J2"^q Ri,n-i~2 revient a identifier un arbre avec 

\ / II 
pour sous-arbre - v - au meme arbre avec le sous-arbre i — a la place. 

/ V 

Lemme 17. 

(1) Les morphismes r]i entre Vn et Ki+i passent au quotient pour donner des applications rji 
de Vn vers Vn+i ■ 

(2) Pour tout couple i, j, les applications rji et rjj sont egales. 

Demonstration. 

(1) II suffit de voir que I'on a 
rii{Rj,n-j-2) C Rj^n-j-i si j < i - 2, 

'ni{Rj,n-j-2) C Rj+i^n-j-2 si j > i, 

'ni{Ri-l,n-i-l) C Ri-l^n-i + Ri,n-i-l lorsqUC i = 1, . . . , U - 1. 

(2) Comme - ?7i+i)(K) C Ri^n-i-i, on a r?, = rji+i. □ 
On pose alors, 

Definition {J^{V)). On definit I'objet J^{V) par la colimite sequentielle suivante : 



Vi^Vi = V^ 



Jo 




Va 



4 • • ■ 



J^{V) =Co\iinnVn. 

Le fait d'avoir quotiente les en a permis de transformer unc colimite sur la categoric Aface 
en une colimite sequentielle. L'hypothese que le produit monoidal □ preserve ce type de colimite 
donne ici la propriete suivante : 

Lemme 18. Pour tout objet A de A, les foncteurs de multiplication a gauche et a droite par A, 
La et Ra, preserve la colimite precedente J^{V). De maniere explicite, on a 

An ColimK ^ Co\im{AUVn) et ColimKDA ^ Colim(y„nA). 

N N N N 

On va maintenant chercher a munir I'objet Tiy) d'une structure de monoi'de. 

L'unitc, notcc fj correspond au morpliismc jo '■ I — * ^{Y)- Quant au produit, on le definit a partir 



de la concatenation Vn^V^ 



Vn+m- PoSOnS 



: VnOVn, 



Vn+r. 



' Vn+r, 



Jr,+r, 



Posons Rn = X^iLo Ri,n-i-2, on a alors la suite exacte courte 



0- 



• Rn Vn Vn ' 



Proposition 19. II existe une unique application i^n,m ■ Vn^Vm — > J'{V) qui factorise Hn,m de 
la maniere suivante 
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Demonstration. On ecrit les conoyaiix Vn comme des coegalisateurs reflexifs sous la forme 



Rn®Vr 




avec do = in + idv„ , di — idy^ ct sq ~ iv„ ■ L'hypothcse que Ic produit mouoi'dal □ preserve les 
coegalisateurs reflexifs permet d'affirmer, grace a la proposition 16, que 7r„n7r„, est le coegalisateur 
(reflexif) de (doDdo, diDdi). La proposition decoulc de la proprictc imivcrsellc vcrifice par les 
coegalisateurs. II suffit pour cela de montrer que Hn.midoOdo) — Hn,midiOdi). Cctte cgalite vient 
du diagramme suivant 



{Rn ® K)n(i?m © Vm) — ^ K^K, 



iduid 



Vn+r, 



qui est commutatif en vertu des inclusions (i?„ © Vn)OVm ^ Rn, m ct VnO(Rm © Vm) ^ Rn,m- O 
Lemme 20. II existe un unique morphisme Jin,* rendant le diagramme suivant commutatif 



V„On ~ ~ 




VnnV2 



VnnT{V) = ColimN(y„nF„). 



3! Mr.,. 

Demonstration. Deja, les applications 'iln,m commutent avec les Vn^rj 




Mr,, r 

TiV). 

Par definition de la colimite, elles engendrcnt done une unique application 

: CoXYm{VnUVm) ^ T{Y) 

rendant le diagramme de I'enonce commutatif. On conclut en utilisant le lemme 18 pour justifier 
que ColimN(KnVW,) = Vn^TiV). □ 

De la meme maniere, on a le lemme suivant. 

Lemme 21. H existe un unique morphisme p, rendant le diagramme suivant commutatif 




T{y)UT{V) = ColimN(F„njP-(y)). 



Demonstration. Les arguments sont les memes. 



□ 



Remarque : La construction de \i en commen^ant a passer a la colimite par la gauche puis par 
la droite donnerait le meme morphisme. 

Proposition 22. L'objet !F{V) muni de la multiplication p. et de I'unite fj forme un monoide 

dans la categoric {A, D, 

De plus, ce monoide est augmente et on note J-{V) son ideal d' augmentation. 
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Demonstration. La relation verifiee par I'identite est evidente. L'associativite de p. vient de 

Ccllc dcS fln^ „j. 

On definit la counite par passage a la colimite des applications 



I. 



qui, apres passage a la colimite, donne la counite s voulue. □ 

Theoreme 23 (Monoide libre) . Dans une categoric monoidalc abelienne qui admct des colimitcs 
sequentielles et telle que le produit monoi'dal preserve ce type de colimite ainsi que les coegalisateurs 

reflexifs, le monoide {J-{V), jl, fj) est libre sur V . 

Demonstration. L'unite d'adjonction est definie par 

uv : ^V®I^^J^{V). 

Quant a la counite cm '■ T{M) M, pour un monoi'de (M, u, Q de A, on la definit par passage 
a la colimite des applications suivantes : 

Rn = Er=o' Ri,n-2-i ^ > M„ = (M e /)°" M„ 

i/"o(M+C)° 

Oil les morphismes t^" represcntent n — 1 compositions de v : M. Les i^" sont bien definis 

parce que i/" o (M + C,)°^{Ri^n-2-i) = 0, pour tout i. 
On a alors immediatement les deux relations d'adjonction 

HV)^HHV))^HV) = idnv) et 

M^r{M)'-^M = idM. 

□ 

Remarque : Dans Ic cas des §-modulcs, robjct T{V) correspond a la sonimc dircctc sur les arbres 
des §-modules obtenus en indigant les sommets des arbres par des elements de V . On retrouve 
I'operade libre donnee par [GK] en termes d'arbres (sans niveau) ainsi que la construction de 
[BJT]. 



6.2. Comonoide colibre. On a une autre definition equivalente du monoide libre. Lorsqu'il 
existe, le monoide libre sur V est I'unique objet (a isomorphisme pros) qui vcrific la proprictc 
suivante : pour tout morphisme / : V ^ M oh. M est un monoide, il existe un unique morphisme 
de monoi'des / : J^iy) — > M tel que le diagramme suivant soit commutatif 




On pent dualiser cctte definition pour obtenir celle de comonoide colibre. 

Definition (Comonoide colibre). Soit V un objet de A. Lorsqu'il existe, le comonoide colibre est 
I'unique objet J-'^iV) tel que pour tout morphisme / : C ^ V^, oii C est un comonoide, il existe 
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un unique morphisme de comonoi'des f : C ^ J^^{V) rendant le diagramme suivant commutatif 



J 
C. 



7. Ideal 

Rappelons qu'un ideal d'une algebre A est un sous-module de J de ^4 tel que A® J J et 
J ^ A J. Lorsque J est un ideal d'une algebre A, le module quotient A/ J est naturellement 
muni d'une structure d'algebre. 

Nous avons vu precedemment (c/. section 3) que le cas biadditif ne permettait pas de faire la 
difference entre les differentes notions de modules. De la meme maniere lorsque Ton veut generaliser 
la notion d'ideal dans une categorie monoi'dale quelconque, si on veut conserver la propriete que 
I'objet quotient est naturellement muni d'une structure de monoi'de, il ne faut pas prendre pour 
definition d'ideal la generalisation stricto sensu Anj ^ J et JnA A J. La definition que nous 
proposons ici ne repose pas sur le produit Anj mais sur la partie multilineaire 74n(74 © J). 



7.1. Definition et monoide quotient. Pour J M un sous-objet de M dans A, on note 
M/ J le conoyau (quotient) de M par J, soit 



J ^ ^ M M/J. 

Definition (Ideal) . Un sous-objet J d'un monoide (M, /x, rj) est appele ideal de M si la compo- 
sition TT o fxo ker(7rn7r) est nulle 



Kj C ^ MUM ■ 



M/J 



La definition d'ideal est faite pour avoir la proposition suivante. 

Proposition 24. Dans une categorie monoi'dale abelienne {A^ □, /) telle que le produit monoi'dal 
preserve les epimorphismes, le quotient M/J est muni d'une structure naturelle de monoide. 

Demonstration. D'apres la condition de I'enonce sur les epimorphismes, ttDtt est un epimorphi- 
sme. Comme A est une categorie abelienne, ttDtt = coker(ker(7rn7r)). Par definition du conoyau, 
il existe un unique morphisme Ji rendant le diagramme suivant commutatif 



M/JUM/J - - ^ M/J 



MUM 

ker(7rn7r) 

Kj 



M 



J. 
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On definit Funite par r] = tt or] : I — M — M/J . On pent montrer I'associativite de n k 
partir de celle de /x : 



MaMOM- 



MUM 



TrDTrlllTf^ 



ttDtt 



M/.IOii 

M/JOM/JUM/J — ^ M/JUM/J 



P.UM/J 

M/JUM/J - 



■M/J 



MUM' 




parcc que ttUttU-k est un epimorphisme. On precede de la meme maniere pour montrer la relation 

verificc par I'unitc. □ 

Remarque : Grace a la proposition 15, on a que cette proposition est vraie dans toute categorie 
monoi'dale abelienne qui preserve les conoyaux reflexifs. 

On justifio la tcrminologie utilisee pour les monoides augmentes par la proposition suivantc. 

Proposition 25. Soit {M, n, t], e) un monoide augmente. Alors I'ideal d' augmentation M est 
Men un ideal au sens precedent. 

Demonstration. Par definition de e morphisme de monoides, on a £ o yu o ker(ene) = /x/ o eUe o 
ker(£ne) = 0. □ 

Maintenant, le problcmo est do savoir a quoi ressemble le noyau Kj = ker(7rn7r) pour pouvoir 
bien comprendre Thypothese a verifier. 

Proposition 26. Dans une categorie monoi'dale abelienne (A, /), soit J un sous-objet de M 
tel que le conoyau M/J possede une section. Alors, le noyau ker(7rn7r) correspond a I'image de 
MU{M ® J) ® (M © J)UM dans MUM via I'application MU{M + ij) + (M + ij)UM que nous 
noterons Kj = MU{M ® J) + (M © J) DM 

Demonstration. Cette proposition est une consequence directe de la remarque qui suit le 

lemme 5. □ 

Tout ceci permet de donner une autre definition, equivalente dans le cas scinde, de la notion 
d'ideal. 



• M d'un monoide M, tel qu'il existe un objet N verifiant 



COROLLAIRE 27. Uu sous-objet J <— 
J (B N = M, est un ideal de M si et seulement si 

^ Mn(M+i) u 

MU{M e J) > MUM — ^ J 

(M+i)nM u 

(M © J_}UM '-^ MUM J. 

Remarque : II est equivalent de dire que J est un bimodule multilineaire sur M pour la repre- 
sentation reguliere. 

Ceci ressemble plus a la definition classique d'un ideal. En effet, dans le cas d'un produit monoidal 
biadditif, cela revient a exiger que 



MUJ- 
JUM- 



J 
J 
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8. FONCTEURS POLYNOMIAUX ET ANALYTIQUES 



On reconnait bien la notion d'ideal pour un anneau ou une algebre. 

Dans le cas des operades (categorie des S- modules munie du produit o), la definition devient 

M(g)s„M(n)®---(g) J(ifc)(8)---(g)M(i„) ^ 

^ . ■' > J 



au moins un J 



JoM — ^ J. 



On retrouve la definition donnee dans [GK] et par M. Markl dans [Mai]. 

7.2. Ideal engendre. Supposons maintenant que la categoric A soit petite et complete, pour 
pouvoir definir I'intersection d'un certain ensemble d'objets (c/. [MacLl]). 

Definition (Ideal engendre). Soit R un sous-objet d'un monoi'de M. On appelle ideal engendre 
par R, le plus petit ideal de M contenant R. Ce dernier existe et est donne par I'intersection P|j J 
pour J ideal de M contenant R {R ^ J ^ M). On le note {R)m voire {R) lorsqu'il n'y a pas 
d'amibigui'te. 

Pour R un sous-objet de M, on considere la partie multilineaire en R de Mn(M © R)UM c'est- 
a-dire 

MU{M ® K}UM = coker(M UMUM MU{M ® R)UM). 
Lc description dc I'ideal engendre sur R a I'aidc d'unc intersection n'ctant pas trcs cxplicitc, on en 
donne une autre forme. Comme la definition d'ideal repose sur la notion de partie multilineaire, 
I'ideal libre se construit aussi avec cette notion. 

Proposition 28. Soit R un sous-objet d'un monoi'de M. Alors I'ideal engendre par R correspond 
a I 'image du morphisme 

Mn{M e R)DM -— -—^ ^ M 

que I'on notera (R). 

Demonstration. A I'aide de la deuxieme caracterisation d'un ideal (corollaire 27), on voit que 
(R) est un ideal de M. Puis, pour tout ideal J de M contenant R, on a que 

Mn{M ® R)nM J. 
Done, (R) est inclus dans tout J et ainsi {R) = f]j J. □ 
Remarque : L'ideal libre (R) correspond au bimodule multilineaire libre engendre par R. 

On retrouve le cas des anneaux et des algcbrcs 

(R) = n^iA(i^ R(xi A), 

ainsi que celui des operades. Par exemple, V. Ginburg ct M. M. Kapranov dans [GK] decrivent 
I'ideal engendre par un S-module R avec les arbres dont les sommets sont indices par des elements 
de M, en imposant qu'au moins un sommet soit indice par un element de R. 

8. Foncteurs polynomiaux et analytiques 

La notion de foncteur analytique, qui est une colimite de foncteurs polynomiaux, est essentielle 
dans le reste de ce travail. 

Dans la suite de cette these, nous introduirons un nouveau produit monoi'dal Kl^ que nous etudi- 
erons en details. Une proprictc fondamentale de ce produit est que les foncteurs de multiplication 
induits sont des foncteurs analytiques scindes. Comme les foncteurs analytiques scindes preservent 
les coegalisateurs reflexifs, on pourra appliquer la construction du monoi'de libre a cette categorie. 
En outre, le fait dc rcconnaitre sur les produits AMc B une structure analytique permet d'intro- 
duire une graduation supplementaire (voire une bigraduation) sur de tels objets. C'est cette idee 
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qui nous permettra de demontrer les lemmes homologiques sur lesquels repose toute cette these. 

On se place dans une categorie monoidale symetrique abelienne (.4,, k). Soit A„ le foncteur 
diagonal A—>-A^". 

Definition (Foncteurs polynomiaux homogenes) . On appelle foncteur polynomial homogene de 
degre n tout foncteur / : A qui s'ccrit sous la forme /(„) = fn° A„ avec /„ un foncteur de 

^xn _^ additif en cliacunc dc scs entrees. 

Definition (Foncteurs polynomiaux scindes). Un foncteur f : A^ A est dit polynomial scinde 
s'il se decompose en somme directe de foncteurs polynomiaux homogenes / = ® /(«) • 

Les foncteurs que nous rencontrerons par la suite ne s'expriment pas tous a I'aide de sommes finies. 

Definition (Foncteurs analytiques scindes). On appelle foncteur analytique scinde, tout foncteur 
f : A^ A qui s'ecrit sous la forme / = /(") /(") ^ foncteur polynomial homogene 

de degre n. 

Exemple : Le foncteur de Schur S-p associe a une operade V 

oo 

&p{V)=^V{n) ®s„y®" 

est un foncteur analytique scinde. 

Dans la suite, nous utiliserons la graduation naturelle fourni par de tels foncteurs. Nous la noterons 
toujours entre parentheses (n). Et, par abus de langage, on utilisera dans la suite le terme de 
foncteur analytique pour parler de foncteurs analj^iques scindes. 

Proposition 29. Tout foncteur analytique scinde preserve les coegalisateurs reflexifs. 

So 

Demonstration. Solent Xi > Xq — ^Us- x un coegaUsateur reflexif et / = /(«) 

do 

foncteur analytique scinde. Posons /(„) = fn° oil fn ■ A^"" A est un foncteur n-additif. Le 
resultat vient de I'egalite 

n 

^/„(Xo, . . . , ido-di){Xi) , Xo) = ifnido, do)- f„{di, di)) o A„(Xi). 

^feme place 

L'inclusion D est toujours vraie et vient de la formule 

n 

fn{do, do) - fn{di, . . . , rfi) = ^ fn{do, ■ ■ ■ , do, dp - di , di,..., di). 

^ ^ ^feme place 

L'inclusion inverse C repose sur le rclcvcment so et vient de 
fn{Xo, . . . , Xo, {do — di){Xi), Xq, ■ ■ ■ , Xo) 
= fn{Xo, ■ ■ ■ , do{Xi), . . . , Xo) — fn{Xo, ■ ■ ■ , di{Xi), . . . , Xo) 

= fnidoSo{Xo), do{Xi), doSoiXo)) - fnidiSoiXo), di(Xi), diSoiXo)). 

□ 
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Properades et PROPs 

On poursuit ici la meme demarche qui a mene a rintroduction des operades. Les operades ont ete 
definies pour modeliser les operations a n entrees et une sortie ^ sur les differents types d'algebres. 
Pour representor algcbriquement I'ensemble des operations agissant sur un type algebres A, on 
utilise des S„-modules : 7'(n) «)s„ A®" ^ A. 

Dans certains cas, comme ceux des bigebres et des bigebres de Lie, on veut pouvoir representer 

des operations a plusicurs entrees et plusicurs sorties ^1(^ agissant sur un module A. Pour ccla, 
on introduit ici la notion de {E>m, S„)-bimodule : P{m, n) A®" — > A®™. On definit ensuite 
un produit lEl dans la categoric des S-bimodules qui represente algebriquement les compositions 

d'opcrations. Cc produit pcut aussi s'ecrire a I'aide de graphcs dirigcs. 

En partant de I'observation que les differents types de gebres, que I'on considere en pratique, sont 
definies par des generateurs et des relations bases sur des graphes connexes, il suffit de prendre 
cn comptc les compositions ccritcs a I'aidc dc graphcs connexes pour obtcnir toutc I'informa- 
tion escomptee. On definit ainsi le produit en se restreignant aux graphes connexes. A la 
difference du produit M, le produit lElc est un produit monoidal dans la categoric des S-bimodules. 
Rcciproqucmcnt, on rctrouvc Ic produit Kl a partir du produit Klc par concatenation. 
Nous definissons une properade comme un monoide dans la categoric monoidale des S-bimodules 
munie du produit connexe Klg. Un PROP correspond a un "monoide" pour le produit Kl avec en 
plus un morphismc dc concatenation des operations. Nous montrons que ces deux notions sont 
reliees par une paire de foncteurs adjoints. 

1. La categorie des S-bimodules 

Afin de representer les operations a n entrees et m sorties, on introduit une categorie dont les 

objets sont des S-bimodules. 

1.1. S-bimodules. 

Definition (§-bimodule). On appcUc §>-bim,odule, une collection dc (7'(m, „gpj, oii chaque 

A;-module 'P{m, n) est muni d'une action de S^ a gauche et d'une action de Sn a droite, telles que 
ces deux actions commutent entre elles. 

Un morphismc cntrc deux S-bimodules V, Q est une collection d'applications lineaires fm,n '■ 

'P{m, n) Q{m, n) equivariantes a gauche par S^ et a droite par S„. 

Les S-bimodules et leurs morphismes forment une categorie que Ton note S-biMod. 

Definition (S-bimodule reduit). Lorsqu'un S-bimodule V verifie V{Q, n) = et V{m, 0) = 
pour tous les entiers n et m, on dit qu'il est reduit. 

Les S-bimodulcs scrvent a coder les operations sur un certain type de gcbre. 11 faut maintenant 
expliqucr comment on represente algebriquement les compositions cntrc ces operations. 

1.2. Permutations connexes. A la difference du cas general des PROPs (c/. section 3), on 
ne considere ici que les compositions d'operations basees sur des graphes connexes. 

On cherche a ecrire ces compositions a I'aide d'un produit monoidal. Et I'ecriture algebrique de 
ce produit repose sur une sous-classe de permutations de Sjv- 

Definition (Permutations connexes). Soit A'' un nombre entier. Soient k = (fci, kb) un h- 
uplet et J = (ji, . . . , ja) un a-uplet tels que \k\ = ki-\ 1- A;^ = |j| = ji H h ja = N. 
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On definit les permutations (k, j)-connexes de Sn comme I'ensemble des permutations de Sjv dont 
Ic graphe est connexe, si on relie les entrees indicees par ji + • • • + ji + 1, ■ ■ ■ , ji + ■ ■ ■ + ji + ji+i , 
pour < i < a — 1, et les sorties indicees par ki + ■ ■ ■ + ki + 1, . . . , ki + ■ ■ ■ + ki + ki+i, pour 
< i < 6 - 1. 
On note cet ensemble Sf _. 

EXEMPLE : Dans S4, considerons la permutation (1324) et sa representation geometrique suivante : 

12 3 4 

A 

1 2 3 4. 

Si on prcnd k = (2, 2) ct j = (2, 2), on relie les entrees 1, 2 et 3, 4 ainsi que les sorties 1, 2 et 3, 
4. Ce qui donne le graphe connexe 



Ainsi, la permutation (1324) est une permutation connexe pour (2, 2) et (2, 2), (1324) G 2) (2 iy 

CONTRE-EXEMPLE : On prend toujours la permutation (1324) de S4 mais maintenant k = (1, 1, 2) 
et J= (2, 1, 1) cette fois-ci. Ceci donne le graphe non connexe suivant : 




Citons enfin une proposition evidente qui permettra notamment de faire le lien avec les operades. 

Proposition 30. Lorsque k est reduit a [N), k = (N), toutes les permutations de Sjv sont 
{{N),j)-connexes, c'est-d-dire S((jv) j) = ^w- 
Et si k est different de {N), on a §| = 0. 

1.3. Composition verticale connexe des S-bimodules. On peut maintenant definir, sur 
la categoric des §-bimodules, la structure monoi'dale qui nous interesse. 

Pour deux a-uplets j et i, on utilise les conventions d'ecriture suivantes. On note V{j, i) le produit 
tensoriel 'P{ji, ii) 0fe • • • ^{ja, ia) et Sj I'image du produit direct des groupes Sj^ x • • • x Sj^ 

dans §1 ji . 

Definition (Produit monoidal lEl^). Soient Q, V deux §-bimodules. Le produit monoidal connexe 
de Q et P est le S-bimodule QMcV donne par 

Q V{m, n) = I fc[S™] 0Sr Q{1 k) 0s, fc[S| _] V{3, t) fc[S„] 

oil la somme directe court sur les 6-uplets I, k et les 6-uplets j, i tels que \l\ = m, \k\ = \j\ = N, 
«| = n et oil la relation d'equivalence ~ est donnee par 

pour G §m, w e §„, f £ §1 - ct pour r G Sb avec Tfe, ... fc, la permutation par blocs correspondante 

K.J ' ' 

(c/. conventions), G §a et Vj^,...,j^ la permutation par blocs correspondante. 

Remarque : A cause de la lourdeur de I'ecriture, nous omettrons souvent dans la suite les 
representations induites. (C'est souvent le cas pour les operades). 

Proposition 31. L'objet Q^cV est bien defini. 
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Demonstration. Pour I et k deux 6-uplets tels que \l\ = m et \k\ = N, on pose I' = 
. . ., Z^-i(b)) ct k' = (fc,-- 1(1), . . . , fc,-- 1(6)) qui verifient aussi \l'\ = m et \k'\ — N. De plus, toute 
permutation (k, j)-connexe a donne par composition a gauche avec une permutation par blocs du 
type Tj. et a droite par une permutation par blocs du type vj une permutation (k' , j')-connexe. 
En effet, les representations geometriques de cr e Sat et de T^auj sont homeomorphes et on relie 
exactement les memes points. En resume, si cr e S| _ on a encore Tj^aUj & S|, p . □ 

Ce produit monoi'dal est defini ainsi pour correspondre a la composition verticale de graphes 
connexes. 

Definition (Graplics dirigcs). Co quo Ton appcUo ici par graphes diriges sont dcs graphes non 
planaires, diriges par un flot, dont les aretes entrant et sortant d'un noeud (ou sommet) sont 
indicees par des entiers {1, . . . , n}, tout comme le sont les entrees et sorties du graphe. On suppose 
de plus que chaque noeud admette au moins une entree et une sortie. 

Definition (Graphes connexes) . On dit qu'un graphe est connexe s'il est connexe en tant qu'es- 
pace topologique. 

Pour decrire le produit monoi'dal Kl^, on se sert des graphes a niveaux connexes , c'est-a-dire des 
graphes dont les nocuds sc rcpartisscnt sur des niveaux. La figure 1 represente un graphe a deux 
niveaux ou les noeuds sont indices par fj. 



1 2 3 4 5 





Fig. 1 - Exemple de graphe connexe a deux niveaux. 



A I'aidc des graphes connexes a deux niveaux on construit Ic produit monoi'dal sur les S- 
bimodules. Pour un graphe g, on appelle TVi I'ensemble des noeuds appartenant au premier niveau 
(en fonction de la direction donnee par le flot global) et Af2 I'ensemble des noeuds appartenant au 

second niveau. Pour un noeud i>, on considcrc les deux ensembles In{v) ct Otit{v) composes des 
aretes entrant et sortant du noeud. On note |Out(i^)| ct \In{v)\ les cardinaux de ces ensembles. 

Definition (Produit mono'idal Kl^). A Q et "P deux §-bimodules, on associe le S-bimodule QKlf "P 
donne par la formule 



QKf P = I (g) Q{\Out{v)\, \In{u)\)® (g) V{\Out{v)\, \In{u)\) 
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ou la relation d'equivalence ~ est engendree par 




Ceci qui revicnt a indicer las sommcts dos graphcs a deux niveaux par dcs elements de Q et de "P, 
et a relier les indices des sorties (resp. entrees) d'un sommet a Paction de §m a gauche (resp. 
a droite) sur I'element correspondant. 

Remarque : Par souci de concision, on omettra souvent dans la suite d'ecrire la relation d'e- 
quivalence. Ainsi, lorsque Ton parlera de graphes indices par des S-bimodules, on quotientera 
implicitement par cette relation d'equivalence. 

Proposition 32. Pour tout couple (Q, V) de S-bimodules, les deux produits QMcV et QM^V 
sont naturellement isomorphes. 

Demonstration. A tout element ^ gi • • • ^6 (g) cr (g) pi (g) • • • ® Pa <8 w de k[Sm] (g QiJ, k) (g 
fc[S| -] ^V{j, i) ® A:[§„], on associe un graplic ^'(f? (8> gi (g • • • (g) q';, (g) ct (g)pi (g) • • • igpa 0$ dont les 
noeuds sont indices par les qp ct les pa. Pour ccla, on considere une representation gcomctrique 
de a. On regroupe et rcindicc les sorties en fonction de k et les entrees en fonction de j. On 
indice les noeuds ainsi crccs a I'aide dcs g^g et p„. Puis pour chaque qp on construit Ifj aretes 
sortant que Ton indice par 1, . . . , I p. On precede dc rneme avec pa et les entrees du graphe. 
Enfin, on numerote les sorties du graphe avec et les entrees avec w. Par exemple, Telement 
(4123) (g g'l (g ^2 <8> (1324) (gpi (gp2 <S) (12435) donne le graphe represente a la figure 2. 




Fig. 2 - Image via * de (4123) (g gi <g ^2 <8> (1324) (gpi (gp2 O (12435). 



Soit ^{9 (g (7i (g ■•• (g ® CT (g) pi (g) ••• (g) Pa (g) a;) la classe d'equivalence de '^{6 (}(> qi® ■ ■ ■ ® qb® ® 
Pi ig ••• ig Pa ig w) pour la relation «. Grace a cette relation d'equivalence, I'application 4" passe 
naturellement au quotient A;[§m] Q(l, k) g)Sj fc[§^ _] P{j, i) g)s- fc[§„]. Quant a la relation 
d'equivalence ^, elle correspond a un rearrangement (homeomorphe) dans respacc du graphe 
engendre. Le graphe ainsi cree etant non-planaire, il est invariant sur les classes d' equivalences 
pour la relation ~. On a finalement une appHcation ^ de QHcP vers QH^ P. Comme tout graphe 
admet une representation de la forme ^ (g (g ••• (g ^ f ® Pi <S) P6 <S"^) on peut exhiber 
une reciproque a Vf. Ainsi, les deux produits Q Klc P et QM^V sont naturellement isomorphes et 
representent la meme information. □ 
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II reste a definir I'objet qui jouera le role d'unite dans cette categorie. On pose 

r 7(1, i) = k, 

\ I{m, n) = sinon. 
Proposition 33. La categorie {S-biMod, Klc, /) est une categorie monoidale. 

Demonstration. Pour montrer la relation d'unite sur V Klc /(m, n), il faut etudier S| _ pour 

J = (1, . . . , 1). Ce dernier est vide sauf si on reunit toutes les sorties, soit pour k = (n). Et dans 
ce cas S^„^ ^^-^ vaut §„ (c/. Proposition 30). Ainsi, on a 

V Klc /(m, n) = Vim, n) (8)s„ fc[§„] (g)gx. A;®" = P(m, n) k.idn (E> fc*^" = 7'(m, n). 

(Le cas / Klj, P = "P est parfaitement symetrique.) 

Pour montrer la relation d'associativite TZ He (Q He "P) = {TZ Klc Q) He V du produit He, on utilise 
le produit H^. En efFet, il suffit de voir que les S-bimodulcs TZ Hf (Q H^ V) et (7^ H^ Q) Hf P 
correspondent aux graphes a 3 niveaux indices par des elements dc TZ, Q et V, soit 

I (8) n\Out{u)\, |/n(t/)|)® (g) Q(|0«t(i/)|, |/n(z/)|)® (g) P(|0«i(z/)|, |7n(z.)|) 

(La composition vcrticalc dc graphcs conncxcs donnc encore un graphe conncxc). □ 

1.4. Les sous-categories monoi'dales (A;-Mod, ig), k) et (S-Mod, o, J). Les deux cate- 
gories monoi'dales fc-Mod et §-Mod apparaissent comme des sous-categories monoi'dales pleines de 
la categories des S-bimodules avec le produit Klc defini precedemment. 

En ce qui concerne la categorie des modules sur k munie du produit tensoriel classique, il sufRt 
d'associer a tout module V le S-bimodulc suivant : 

r 1/(1, 1) = V, 

\ ^(j; i) = sinon. 

On retrouve alors le produit tensoriel sur k car pour F et deux modules, on a V Klo W{1, 1) = 
V ®k W ct comme il n'cxistc pas dc permutations conncxcs associees a des a, 6-uplets de la forme 
(1, . . . , 1) (c/. proposition 30), on a y H W{j, z) = pour {j, i) ^ (1, 1). Et les morphismes entre 
deux S-bimodules composes uniquement d'un (§i, §i)-module correspondent aux morphismes de 
fc-modules. 

La categorie des S-bimodules contient aussi les S-modules lies aux operades. De la meme maniere, 
a partir d'un S-module V, on definit un S-bimodule : 

f V{1, n) = Pin) pour n G N*, 
\ Vij, i)^0 si 1- 

Nous avons vu a la proposition 30 que S^jy^j ^-^ -^-j) = Sat. Ce qui se traduit ici par 

N<n l-tN—n 

Oil la relation d'equivalcncc ^ s'ccrit ici 

g (gi cri/ (gipi (g) • • • (g)pAr ~ g tr (gip^(i) (g) • • • (E)P^(n)- 

Cette relation revient a prendre les coinvariants pour Faction de Sat dans I'expression Q(l, N) (g)fe 
■p(l, il) (g/c • • • (gifc P(l, In)- On retombe bien sur le produit monoi'dal des S-modules (c/. [GK] 
et J.-P. May [May]), que Ton connait plus sous la forme algebrique suivante (en omettant les 
induites) 

QHP(1, n)=0f 2(1, A)(gP(l, ii)®---0P(l, tAr)J =Qop(n). 

N<n |-ijv=ra / g^^ 
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Remarquons qu'avec le produit Klf , on retrouve la composition des §-modules ecrite a I'aide des 
arbrcs (c/. [GK] et [L3]). 

Quant a QKlc'P(j, i), pour j ^ 1, cette composition correspond a la juxtaposition d'arbres (foret) 
et repose done sur des graphes non connexes. Ainsi, Q Klc V{j, i) = 0, pour j ^l. 

1.5. Composition horizontale et verticale des S-bimodules. Afin de representer la 
concatenation de deux operations, on introduit un produit monoidal ® de la maniere suivante. 

Definition (Produit dc concatenation ®). Soient V, Q deux S-bimodules. On definit le produit 

de concatenation (g) par la formula suivante : 

r (g) Q(m, n) = Vim, n) ® Q(m", n"), 

n' + n" = n 

Oil V{m, n) (g) Q(m', n') = k[Srn+m'] ig's^xs^, P(to, n) ig)fc Q{m', n') (gs„xs„, fc[S„+„']. 

Le produit correspond a la notion intuitive de concatenation d'operations representee a la 
figure 3. Pour ce produit on parle de composition horizontale . 



12 3 4 




1 3 2 



Fig. 3 - Composition horizontale de deux operations. 



Proposition 34. Le produit ® definit un produit monoidal symetrique dans la categoric des S- 
bimodules. L'unite est donnee par le S-bimodule k defini par 

( fc(0, 0) = k, 

\ k{m, n) = sinon. 

Demonstration. La relation d'unite vient de I'egalite 

V k{m, n) = k[Sm] T^ini, n) <S)fe k i8)s„ k[Sn] = Vim, n). 

Et I'associativite vient de la relation 

{V{m, n) (g) Q{m', n')) R{m" , n") = V{m, n) (g (S(m', n') (g R{m" , n")) = 

k[Sm+m'+m"] <g)S„ xS„, xS„„ V{m, u) 0/s Q(m', n') lg)fc R{m", n") (gs„xS„,xS„„ k^n+n'+n"]- 

L'isomorphisme de symetrie est donnc par 

V{m, n)®Q{m', n') ^ (1, 2)„,„,(P(m, n) ® Q{m' , n')){l, 2)„,„, = Q(m', n')®V{m, n). 
Remarque : Ce produit monoidal est bilineaire. 

En mimant ce que Ton a fait dans Ics parties prcccdcntcs, on pcut definir un produit qui rcprcsente 
les compositions vcrticalcs d'operations mais suivant des schcmas non ncccssaircmcnt connexes. 

Definition (Produit de composition M). Soient Q, V deux S-bimodules. On definit le produit de 
composition QMV par 

Q K V{m, n) = k[Sm] Q{1 k) 0s, A;[Sjv] 0s, V{j, i) 0s, fc[S„] 

oil la relation d'equivalence ~ est la meme que dans le cas connexe. 
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A la difference du produit (8), le produit M represente les compositions verticales d'operations. 

Comme dans le cas connexe, on a une autre ecriture de ce produit en terme de graphes diriges, a 
la difference pres qu'ici les graphes ne seront pas supposes connexes. 

On considcrc rcnscmblc Q2 dcs graphes diriges a deux niveaux non necessairement connexes. On 

definit alors le produit base sur do tcls graphes. 

Definition (Produit de composition Kl^). Soient Q, V deux S-bimodules. On definit le produit 
Qm^V par 

QK^P = j (g) Q{\Out{u)\, |JnM|)0 (g) V{\Out{u)\, \Inii^)\) 

ou la relation d'equivalence w est la meme que dans le cas connexe. 

Comme dans le cas connexe, ces deux definitions sont equivalentes. 

Proposition 35. Pour tout couple (Q, V) de S-bimodules, les deuxproduits de composition Q^V 
et QM^ V sont naturellement isomorphes. 

Demonstration. La demonstration est identique. On introduit le meme type d'isomorphisme ^ 

entre QMV et QM^ V. □ 

Par la suite, nous aurons besoin de considerer I'ensemble des concatenations possibles d'operations 
de V. 

Definition (Les S-bimodules T,^{V) et Si^{V)). Comme le produit monoidal de S-bimodules ® 
est bilineaire, le monoi'de libre sur V pour la concatenation est donne par 

neN 

Comme V ® Q est isomorphe a Q^V ei que Ton on aura a considerer un morphisme commutatif 
sur V ® Q par la suite, on introduit Valgebre symetrique libre tronquee sur V. 

n6N* 

Remarque : On a exclut I'operation scalaire fc(0, 0) de la definition de I'algebre symetrique con- 
sideree. 

Le foncteur permet de relier les deux produits de composition Klg et 
Proposition 36. Soient Q etV deux S-bimodules. On a Vegalite 

SrAQKV) = Qmr. 

Demonstration. Le resultat repose sur le fait que tout graphe de Q2 pent se decomposer en 
produit de graphes connexes appartenant a Q2 et que Ton ne tient pas compte ici de I'ordre 
suivant lequel sont concatenes ces graphes connexes. □ 

Comme Ic produit monoidal est bien connu, par excmplc du point de vuc homologiquc, pour 
etudier le produit Kl, il sufhra de faire I'etude sur Mc et de passer a la concatenation a la fin. Ce 
sera par exemple le cas des differents complexes de chaines introduits dans la suite de cette these 
(bar constructions, complexes de Koszul) dont les differentielles se font composante connexe par 
composante connexe. 

Remarque : Lc produit dc composition Kl n'cst pas un produit monoi'dal. L'associativite ne fait 
aucun doute. Par contre, la relation d'unite fait dcfaut. On a 

vmi = s^{p). 

Or, en general, V est different de S^{V). 
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1.6. Representation des elements de QM^V et de QMV. Les produits QM^V et QMV 

sont dcfinis commc dcs quotients par la relation d'cquivalcncc ^ qui permute I'ordre des elements 
de Q et de P. Afin notamment de pouvoir etudier le comportement homologique de ces produits, 
on cherche des representants naturels des classes d'equivalence pour la relation '~. 

Pour cela on considere les couples de partitions ordonnces de ( [m] , [n]). 

Definition (Partition ordonnee de [n]). Une partition ordonnee de [n] est une suite (Hi, . . . , 11^) 
d'ensembles qui forment une partition, au sens usuel du terme, de [n] = {1, . . . , n}. 

Parmi les partitions ordonnees de [n] , on choisit celles qui sont croissantes, c'est-a-dire qui verifient 
min(ni) < min(n2) < ■ • • < rnin{Ilk). 

Soit 0(m, n) I'ensemble des couples ((H'^, . . . , H^), (Hi, . . . , na))de partitions ordonnees crois- 
santes de ([to], [n]). 

Lorsqu'il n'y a pas d'ambigui'te sur les entiers m et n, on note cet ensemble 9. 
Proposition 37. Le produit QKlc'P(m, n) est isomorphe, en tant que {Sm,Sn)-bimodule, a 

((n'j,..., np, (ni,..., na))ee(m, n) 
|fc|=|j| 

oil 1/3 est egal au cardinal de I'ensemble H'^ et ia a celui de Ha- 

Dit autrement, tout element de Q He P peut se representer sous la forme 

gf'^ ® • • • ® q^'' ^a^pY' ®---(8)p^' = («"\ . . . , g">(p?\ . . . , p"-), 

avec ((n'l,..., n;,), (ni,...,na))ee. 

L'action de Sm a gauche sur ce module revient a permuter les entiers d'une partition (11'^, . . . , nj,). 
Et s'il faut permuter des 11^ pour retomber sur une partition ordonnee, on permute de la meme 
maniere les elements qp correspondant. 

Demonstration. On utilise la description du produit Mc en termes de graphes dont les entrees et 
les sorties sont indicees par des entiers de {!,..., n} et {!,..., m} respectivement. Les partitions 
(Hi, . . . , Ha) representent les entrees des operations {pi, . . . , Pa) et les partitions (11'^, . . . , 11^) 
representent les sorties des operations {qi, . . . , qt). □ 

Cette ecriture nous permettra de montrer que le produit monoi'dal Hp verifie certaines proprietes 
homologiques (c/. chapitre 3 section 1.2). 

Remarque : La premiere operation pi sur la ligne des p est celle qui regoit I'entree indicee par 

1. II en va de meme pour qi avec la sortie indicee par 1. Cette propricte permet notamment de 
differencier sur chaque ligne une operation des autres. Ceci nous permettra de construire des ho- 
motopies sur les bar et cobar constructions augmentees (c/. chapitre 4 section 3). 

On a le meme resultat pour le produit M. 

Proposition 38. Le produit QMV^m, n) est isomorphe, en tant que (Sm, Sn)-bimodule, a 
k[Sm] Q{1, k) ®Ss V{j, i) ®%, fc[§„]. 

((ni np, (ni,...,n„))ee(r,i,r,) 

|S| = |J| 

2. Bifoncteurs de Schur 

A tout S-bimodule V, on peut associer un bifoncteur dit de Schur. La composition de tels bi- 
foncteurs est liee au produit monoi'dal Les bifoncteurs introduits ici generalisent la notion de 
foncteur de Schur des operades. 
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2.1. Definition. Soit V un S-bimodule. 

Definition (Bifoncteur de Schur complet). On appelle bifoncteur de Schur complet, associe au 
S-bimodule V, le foncteur defini par 

S-biMod X S-biMod S-biMod 

(W, V) ^ WMcP^c V. 

Et on Ic note S-p. 

Definition (Bifoncteur de Sciiur reduit). On appelle bifoncteur de Schur reduit le foncteur suiv- 
ant 

S-biMod X S-biMod bigr-fc-Mod 

{W,V) ^ 0fc®s„((WKePKcV^)(m, n))®s„fc 

m, n 

= 00 W{l,k)(Ss,k[Sl-^](^s,P^eV{j,i), 

m^n N ((r,S),(J,T))e0 

que Ton note S-p . 

Cos deux bifoncteurs de Schur induiscnt un foncteur S (respectivement S) entre la categorie des 
S-bimodulcs ct ccUe des bifoncteurs sur S-biMod x S-biMod (biFoncts-biMod)- 

Definition (Foncteur de Schur). On appcUc foncteur de Schur, note >S, le foncteur 

S-biMod biFoncts-biMod 

2.2. Operations sur les bifoncteurs. Nous allons etudier la comportement de ce foncteur 
<S vis-a-vis des operations respectives des deux categories S-biMod et biFonct. 

La categorie des bifoncteurs de S-biMod x S-biMod vers S-biMod (ou bigr-fc-Mod) est munie de 
coproduits ©. En effet, on definit {T (B T')iW, V) par T{W, V)®J^'{W, V). Malheureusement, le 
foncteur <S ne preserve pas toujours les coproduits. La dependance deSenV est pas lineaire. 

De la meme maniere, si on definit le produit tensoriel de deux S-bimodules Q, V par 

{Q§)V){m, n) = Q{m, n) (8>fe V{m, n), 

ou les actions de et §„ sont les actions diagonalcs (a nc pas confondre avec la concatenation (g)), 
alors la categorie des bifoncteurs est munie d'un produit tensoriel symetrique {J^^J^'){W, V) = 
J^iyV, V)®!F'{W, V). Cette fois-ci, le foncteur de Schur <S est un foncteur monoi'dal pour le produit 
tensoriel ®. On pose {k)„i,n commc etant le S-bimodulc ayant k commc module cn tout dcgre. 
Cette objet est I'unite dans la categorie monoidale (S-biMod, ®). De meme, on pose {k)m,n pour le 
bifoncteur constant d'image {k)m,n qui est I'unite pour la categorie monoidale (biFonctg-biMod, 

Proposition 39. Le foncteur de Schur S est un foncteur monoi'dal entre la categorie {S-biMod, 
(S), {k)m,n) et {biFoncts-biMod, 0, {k)m,n)- 

En ce qui concerne la composition des bifoncteurs, on a les relations suivantes. 
Lemme 40. Pour tout W, V et Q,P dans S-biMod, les bifoncteurs de Schur verifient 

Sq{W, Sr{I, V)) = SQ{Sr{W, I),V)= SQ^^riW, V). 
Demonstration. Par definition du bifoncteur de Schur on a 

Sq{W, Sr{I, V)) = SQ{Sr{W, I), V) = SQ^^^^iW, V) = W^^Q^cPK V. 

□ 
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Definition (Foncteur de Schur a droite). On appelle foncteur de Schur a droite associe a un 
S-bimodule V la restriction suivante du bifoncteur Sp 

S'-p : S-bimod §-bimod 
V Sp{I, V). 

Avec ccttc definition, Ic Icnimc precedent s'ecrit : 

Proposition 41. Le foncteur S' est un foncteur monoidal entre les categories {S-biMod, Kl^, /) 
et {Foncts-biMod, °, id). 

Demonstration. Dit autrement, on a 5q o Sp{V) = Sq^ ^^{V) et <Sj(y) = V. □ 

Remarque : Cette ecriture relie I'associativite du produit Klc a celle de la composition des fonc- 
teurs. 

3. Definitions des properades et des PROPs 

On pent maintenant dcfinir les notions de properade et de PROP ainsi que celle de gebre sur 
une properade. Une properade nous servira a coder les operations a plusieurs entrees et plusieurs 
sorties qui regissent les differents types de gebres (algebres, cogebres, bigebres, etc ...). 

3.1. Definition et premiers exemples de properades. 

Definition (Properade). Une properade {V, /x, t]) est un monoi'de dans la categorie (S-biMod, 
Klc, /), oil le produit monoi'dal Klc est celui definit a la section 1.3. 

Toutes les properades que nous considererons ici seront reduites, c'est-a-dire qu'elles verifient 
V{m, n) = si m = ou n = 0. 

Exemples : 

- Les premiers exemples viennent des sous-categories monoidales pleines fc-Mod et S-Mod. Ainsi, 
les algebres et les operades sont des properades particulieres. 

- Les autres exemples de properades que nous traitons ici viennent de PROPs (c/. section 4.3). 

Definition (§-bimodulc graduc par un poids). On appelle S-bimodule gradue par un poids toute 
somme directe, indicee par p e N, de §-bimodules, c'est-a-dire M = ^^^f^M^P\ 
Les morphismes de S-bimodules gradues par un poids sont les morphismes de §-bimodules qui 
preservent cette decomposition. L'ensemble des §-bimodules gradues par un poids muni des mor- 
phismes correspondant forme une categorie que Ton note gr-S-biMod. 

Remarque : On definit le produit tensoriel (8)^ dans la categorie des §-bimodules gradues par un 
poids par 

{V{m, n) ®fe Q{m', n')f^ = V{m, n)^ ®fe Q{m', n'fK 

s+t=p 

A I'aide de cette generalisation, on peut etendre les produits <8), Klc et IE a la categorie gr-S-biMod. 

Definition (Properade graduee par un poids). Une properade graduee par un poids {V, ^, rj) 

est un monoidc dans la categorie (gr-S-biMod, /). Lorsquc les elements de degre 0, pour cette 
graduation, correspondent a V^^^ = /, on parle de properade connexe. 

Dualement, on definit la notion de coproperade. 

Definition (Coproperade). Une coproperarfe est un comonoide dans la categoric (S-bimod, Klc, /). 

De maniere explicite, cela signifie que (C, A, e) est une coproperade si et seulement si A : C ^ 
CMcC est un morphisme de S-bimodules coassociatif 



, C '^^^ CMrCMrC 
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et £ : C — > / une counitee 



jmc 45f^ Cm^C CM^I 




3.2. Definition de PROP. Dans le cas des properades, on ne considere qu'une composition, 
la composition verticals fi. Dans le cas des PROPs, il faut en plus prendre en compte une autre 
composition, la composition horizontale. 

Definition (PROP). Une structure de PROP sur un S-bimodule correspond aux donnees suiv- 
antes : 

- une composition verticals associative V^V ^V, 

- une composition horizontale associative et commutative V ®V > V, 

- une unite pour la composition vcrticalc S.<${I) V. 

En outre, on impose que les deux compositions commutent, c'est-a-dire qu'elles verifient la relation 
Interchange Law 

{V V) ® {V V) > {®m,n,NS^{'P){m, N) ®s« fc[S;v] ®s„ S^{V){N, m)) / ^ 



conc^c^onc 



Remarque : Le S-bimodules S0{I) est isomorphe au §-bimodule 0„£r^. k[Sn]- 

Proposition 42. Cette definition de PROP est equivalente a la definition classique donnee par 
Lawvere et Mac Lane ( cf. [La] et [MacL2]^. 

Demonstration. La seule difference entre les deux definitions vient de la composition verticale. 
Dans la definiton de Mac Lane, la composition verticale est la donnee d'un morphisme de S- 
bimodules associatif de la forme 

o : V{m,N)®SM'P{N,n)^V{m,n). 

Si on se donne un morphisme VMP ^V, on construit une composition o par restriction 

o : V{m, N) 'PiN, n) = V{m, N) fc[Sjv] ^(^, n)^VMV -^V. 

Reciproquement, si on a une composition de la forme o, on definit ^ par 

M : V^Vim,n) = ^S^{V){m,N)^s^S®{V){N,n) 



' conc®Sj^conc 



0P(m, N) ®sjv HN, n) ^ V{m, n). 



N 



Ces deux constructions sont inverses I'une de I'autre grace a I'interchange law. 



□ 



Remarque : La terminologie de PROP a ete introduite par S. Mac Lane. EUe vient de "PROduits 

et Permutations". 



A partir d'un PROP V, si on oublie la composition horizontale et que Ton ne parle que de 
compositions verticales connexes, alors on retrouve une structure de properade. 
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Definition (Le foncteur oubli Uc). On appelle foncteur oubli Uc, le foncteur 

Uc : PROPs properades 
qui definit une properade a partir d'un PROP. 

Proposition 43. Le foncteur oubli entre les PROPs et les properades admet un adjoint d gauche 
donne par la construction 

PROPs . properades. 

Demonstration. Soit {V, /i, ri) unc properade, le niorphisnic dc concatenation S(^{'P)(E) 8(^(1^) 
V est celui donnee par la construction de I'algebre symetrique libre. Quant a la composition 
verticale Jl, on la definit, grace a la proposition 36, par 

ji : s^ir)M s<g,{r) = s<g,{PM,p) s<^ir). 

Et I'unite de la properade permet d'obtenir I'inclusion 5|gi(/) S0{V). Ainsi defini (^^(T'), 

Jl, cone, Si^{ri)) forme un PROP. Et on verife facilement la relation d'adjonction. □ 

3.3. L'exemple fondamental End{V). 

Definition {End{V)). On pose End{V) = {applications lineaires : F®" — y®"*} ou les ac- 
tions de Sm et de S„ se font a la source V^" et a I'arrivee V®"* par permutation des variables. 

La composition End{V) M End{V) — EndiV) revient a composer les applications multi- 
lineaires suivant le schema donne par le produit monoidal M. La composition horizontale End{y)® 
EndiV) ™"'^) Endiy) est exactement la concatenation des applications lineaires. Et, I'inclusion 
EndiV) correspond aux applications lineaires de V®"' — > F®" obtenues par permutations 

des variables. 

Par exemple, pour pa G Homk-Mod{V®''°' , F®-'") et g/3 G Homk-ModiV^^i^ , y®'/?), I'application 
(S) q'l <8) • • • (E) 96 (S) cr (8)pi (g) • • • (8)pa w) e Homk-Modiy®'^ , y®"») correspond a la composition 
suivante 

OU I'application pi ■ ■ ■ (E) Pa : X^®" = V®'^ • • • O V®'» V®^^ • • • O V®^" = V®^ est la 
concatenation des applications Pa- 

Ainsi defini, (End{V), x, cone, rj) est un PROP. Et si I'on se restreint aux compositions verticales 
connexes EndiV) EndiV) End{V), on obtient ime properade. 

3.4. Lien avec les foncteurs de Schur. On a la proposition suivante 

Proposition 44. Si V est une properade, alors le foncteur de Schur S'-p est une monade, c'est- 

d-dire un monoide dans la categoric {Foncts-bmiod, °, id). 

Demonstration. On se scrt de la proposition 41. □ 

3.5. 7^-gebre. La notion de gebre sur une properade (ou un PROP) est la generalisation 
naturelle de celle d'algebre sur une operade. 

Definition (P-gebre). Soit V une properade (respectivement un PROP). Une structure de V- 
gebre sur le fc-module V est la donnee d'un morphisme de properades (respectivement de PROPs) 

P End{V). 

Remarque : Une P-gebre est unc "algebre" sur une properade V. Mais le terme d'algebre est ici 
a prendre dans un sens large. En effet, les P-gebres peuvent aussi etre munies de coproduits. C'est 
le cas des bigebres et des bigebrse de Lie, par exemple. 
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On considere le S-bimodule T^{V){m, n) = y®"*, ou Paction de S„ est Faction triviale et celle de 
S„i correspond a la permutation dcs variables. Un morphisme de S-bimodules /iy : V M^V ^ 
T^{V) s'etend en un unique morphisme T(jjLv) de V ^ ^*(^) ~^ ^*(^) P^'^' concatenation. En 
effet, tout element deVM peut se voir comme la concatenation d'elements de V Klc V. Par 

exemple, I'element 




s ecrit aussi 




Par exemple, pour V = End{V), on a naturellement une application ^ : End{V) McV ^ ^*(^) 
qui correspond a revaluation d'une application de Homk-ModiV^"" , F®"*) par un element de 1/®". 
Par definition de on a immediatement le lemme suivant. 

Lemme 45. Le diagramme ci-dessous est commutatif 

End{V) Mo End{V) Klc V ^— ^ EndiV) T*(l/) 



3cV 



End{V) He V ■ 



no 

■T4V). 



Ce lemme se generalise de la manicrc suivante. 



Proposition 46. Un k-module V est une gebre sur V si et seulement si il existe un morphisme 
de S-bimodules fjbv : VM^V ^ ^*(^) ie/ que le diagramme suivant commute 



rV- 



T{pv) 



Remarque : Lorsque V est une operade, on retrouve la notion classique d'algebre sur I'operade 
V. 

4. Properade et PROP libres, quadratiques 

4.1. Properade et PROP libres. Le but de cette partie est de decrire la properade libre 
sur un §-bimodule V. Pour cela, on utilise le travail plus general, effectue sur le monoide libre, au 
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chapitre 1 section 6. Puis en utilisant la proposition 43, on obtient le PROP libre sur V. 
Lemme 47. Pour tout couple {A, B) de S-bimodules, le foncteur 

est un foncteur analytique (cL Chapitre 1 section S>). 

Demonstration. Lc §-bimodulc AMc X Mc B est donne par la somme directe sur les graphes 
a 3 niveaux C/| dont les somnicts du premier niveau sont indices par des elements dc _B, ccux du 
deuxieme niveau par des elements de X et ceux du troisieme niveau par dcs elements de A. Si on 
pose CJg I'ensemble des graphes a trois niveaux ayant n sommets sur le deuxieme niveau, alors le 
foncteur (^a, b s'ecrit 

<^a,b{X) = AM,XM,B 

n 

= 0(0 A{\Out{iy)\,\In{p)\)®(^X{\Out{iyi)\,\In{ui)\)^ 
neN geC/j i^GJ^i j=i 

B{\Out{:.)\, \In{i^)\))/^ 

= 0*nW, 

Oil est un foncteur polynomial homogene de degre n. □ 

Proposition 48. La partie multilineaire en Y notee A^c {X (BY_)McB correspond au sousS- 
himodule de AMc{X ® Y) Klc B defini par la somme directe sur les graphes connexes a, 3 niveaux 
dont les sommets du deuxieme niveau sont indices par des elements de X et de Y mais avec au 
moins un element de Y. 

Lemme 49. La categoric {E>-biMod, Klc, /) est une categoric monoidale abelienne qui preserve les 
coegalisateurs reflexifs ainsi que les colimites sequentielles. 

Demonstration. Pout tout S-bimodule A, les foncteurs de multiplication a gauche ct a droite 
La et Ra par A sont des foncteurs analytiques par le lemme precedent. lis preservent done les 
colimites sequentielles et les coegalisateurs reflexifs par la proposition 29. □ 

Cette proposition permet d'appliquer les resultats sur le monoi'de libre de la partie 6 du chapitre 
1. Donnons les interpretations en termes de §-bimodules de cette partie. Soit V un S-bimodule que 
Ton augmente en posant V+ = I ®V . Ensuite, Vn = (V+)^'^" correspond aux graphes connexes a 
n etages dont les noeuds (sommets) sont indices par des elements de V et /. 
Le S-bimodule Vn = coker Rvi, Vn-i-2 ~^ ^n) correspond aux graphes a n niveaux quotientes 
par la relation engendree par V Mc I ^ I ^cV, ce qui revient a oublier les niveaux. 

Theoreme 50. La properade libre sur V, notee J^(V). est la somme directe sur I'ensemble des 
graphes (sans niveau) connexes ou Von indice les sommets par V, soit 

^iV)= [^(S}V{\Out{,.)\,\Ln{u)\) 

Quant a la composition /i. elle vient de la com,position des graphes diriges. 

Remarque : Dans le cas oii V est un S-module, on obtient la construction donnee dans [GK] a 
I'aide des arbres. 

Comme annonce dans I'introduction, en concatenant ensuite toutes les operations de J^iV), on 
trouve le PROP libre. 

COROLLAIRE 51. Lc S-bimodulc S^dTiV)) est le PROP libre sur V. 
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Demonstration. On utilise la proposition 43 pour montrer, par composition, que le foncteur 
{T) est un adjoint a gauche de U oUc 

Uc u 
PROPs . " properades " S-biMod. 

□ 

Remarque : On retrouve bien la meme construction que celle du PROP libre exprimee avec des 
graphes (non necessairement connexes, sans niveau) de B. Enriquez et P. Etingof (c/. [EE]). 

On peut decomposer I'ensemble des graphes en fonction du nombre total de sommets. Soit Q" 
I'ensemble des graphes a n sommets. Cette definition permet d'affiner I'ecriture de la properade 
libre (respectivement du PROP libre). En effet, on a 

HV) = I (g) V{\Out{,.)\, |/n(i.)|) I / =010 (S)yi\Out{u,)\, |/nK)l) 



(V) 




Proposition 52. Le foncteur T : V ^ •^(^) e^i un foncteur analytique en V , dont la partie de 
degre n est notee ^Ffy^iV). Cette graduation est stable pour la composition de la properade libre 
fj, (respectivement pour les compositions Jl et cone du PROP libre). Ainsi, toute properade libre 
(respectivement PROP libre) est graduee par un poids. 

4.2. Coproperade colibre connexe. Le S-bimodule sur lequel on definit une structure de 
coproperade colibre connexe est le meme que pour la properade libre. On pose 

T'^iV) = HV) =10 V{\Out{t.)\, \In{u)\) 

La projection sur la composante engendree par le graphe trivial | fournit la counite s : J^^CV) I. 

Et la comultiplication repose sur rcnscmblc des dccoupagcs cn deux des graphes. Sur un element 
g{V) qui represente un graphe g indice par des operations do V, on definit le morphisme A par 

A(5(^))= Yl 9iiy)^cg2{V), 
{gi{v),92{v)) 

on la somme court sur les couples {gi{V), g2{V)) tels que n{gi{V) ^c52(^)) = 9{V). II faut faire 
attention ici que gi{V) (et g2{V)) represente une famille de graphes indices. 

Proposition 53. Pour tout S-bimodule V, {T''{V), A, e) est une coproperade graduee par un 
poids. Cette coproperade est colibre dans le cadre des coproperades connexes. 

Demonstration. La relation de counite vient de 

(eKeirf)oA(ff(y)) = (£Ke«rf)°A[ 9AV)^c92{V) 

\(si(y),S2(v)) 

E e{g,{V))M,g2{V) 

(gi{V),g2(V)) 

= I^c9{V) 
= 9{V). 

La relation de coassociativite vient de 

(A id) o A{g{V)) = {id A) o A{g{V)) = 

Y gi{V)^c92{V)^c93{V), 

igi(V), g2iV),g3(V)) 
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ou la somme court sur les triplets {gi{V), g2{V), QsiV)) tels que iJ,{gi{V) ISlg g2{V) Kl^ gsiV)) = 

g{V). 

Soient C une coproperade connexe et / : C ^ V wn morphisme de §-bimodules. La decomposition 
analytique de J^''{V), en fonction du nombre de sommets des graphes utilises, permet par recu- 
rrence dc dcfinir un morphisme dc copropcradcs conncxcs f : C ^ J^'^iV). Cc morphisme est 
entierement determine par / et est I'unique morphimes de coproperades connexes a faire commuter 
le diagramme 

J'^iV) 




f 



□ 

Remarque : Cette construction generalise la construction de la cogebre colibre connexe donnee 
par T. Fox dans [F]. 



4.3. Properades definies par generateurs et relations, properades quadratiques. 

Continuous I'interpretation des notions monoidales dans le cadre des S-bimodules. Soit R un sous- 
§-bimodule de ^{V). La proposition 49 permet d'appliquer les resultats montres au chapitre 1 qui 

afSrmcnt que I'idcal engcndrc par R correspond a la sommc sur I'ensemblc des graphes, oii Ton 
indice les sommets avec des elements de V, et qui admet au moins un sous-graphe appartenant a 
R. 

Proposition 54. La properade quotient T{V)/{R) correspond d la somme directe des graphes 
indices par des elements de V mais dont aucun sous-graphe n'appartient d R. 

Demonstration. II suffit de voir que i?, comme sous-objet de J^{V), se represente avec des 
sommes de graphes connexes et que la substitution d'un sous-graphe connexe par un autre sous- 
graphe connexe dans un graphe connexe donne toujours un graphe connexe. □ 

Remarque : Dans le cas ou V est un S-module, les seuls graphes qui interviennent sont des arbres. 
On retrouve alors les constructions operadiques donnees dans [GK]. 

Comme nous I'avons vu a la proposition 52, le foncteur Tiy) est analytique. Ceci permet de dis- 
tinguer une classe particulierement interessante de properades definies par generateurs et relations. 

Definition (Properades quadratiques). On appelle properade quadratique une properade de la 
forme T{V)/{R), oil R est un sous-S-bimodule de J^{2){^) (partie de degre 2 de la properade libre 

sur V). 

Exemples : Les premiers exemples vicnnent encore unc fois des sous-categories plcincs fc-Mod et 
S-Mod. Les algebres quadratiques, comme les algebrcs symctriques S{V) et exterieures A(V"), sont 
des properades quadratiques. II en va de meme pour les operades quadratiques, citons les operades 
des algebres associatives As, commutatives Com, des algebres de Lie Cie, etc ... 

Exemples : Parmi les exemples nouvcaux quo cette theorie permet de traiter, citons 

- La properade Bide codant les bigebres de Lie. Cette properade est engendree par le S-bimodule 

{V(l,2) = X.k® sgn^^, i 2 , 
F(2, 1) = A.sgns:, ® fc, = \|/ sgns^ sgns^, 
V{m, n) = sinon, ^ ^ 

48 



4. PROPERADE ET PROP LIBRES, QUADRATIQUES 



ou sgn§2 est la representation signature de S2. EUe est soumise aux relations quadratiques 
(c'est-a-dire s'ecrivant avec deux (co) operations) 



R 



' A(A, 1)((123) + (231) + (312)) 
© ((123) + (231) + (312)) (A, 1)A 
© A (g) A - (A, 1) (g) (213) ® (1, A) 

-(1, A)(A, 1) - (1, A)(A, 1) - (1, A) ® (132) ® (A, 1) 



= < 



123 231 312 



+ 



123 231 312 
12 12 2112 



2 1 



1212 12 12 12 

Lcs ,Bi£ie-gebrcs correspondent aux bigcbrcs dc Lie dc Drinfeld (c/. [Dr]). 
La properade elBi codant lcs bigcbrcs de Hopf infinitesimales. Cette properade est engendree par 

y(l, 2)=m.fc®fc[§2], . . , 
V= \ y(2, 1) = A.A;[S2] fc, =Y©A, 
y(m, n) = sinon, 



. Elle est soumise aux relations 



R 



m{m, 1) — to(1, m) 

© (A, 1)A-(1,A)A 

© A (g) m - (m, 1)(1, A) - (1, m)(A, 1). 



= < 



Les eBi-gebres sont des analogues associatifs des bigebres de Lie. EUes correspondent a ce que 
M. Aguiar appellent les bigebres de Hopf infinitesimales (c/. [Agl], [Ag2] et [Ag3]). 

La properade ■^Bi, analogue dcgcncrc dc la properade des bigebres. L'espacc gcncrateur V est 
le meme que celui de eBi, c'est-a-dire constitue d'une operation et d'une cooperation. Quant a 
celui des relations R, il vaut 



m(m, 1) — m(l, m) 
R = <: © (A, 1)A-(1,A)A 

B A (g)TO 



{k). 



{k). 

Cettc exemple a ete introduit par M. Markl dans [Ma3] afin de trouver le modele minimal pour 
Ic PROP des bigebres. 

CONTRE-EXEMPLES : 
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- La properade precedente est un cas quadratique issu de la properade Bi des bigebres. Cette 

dcrnicrc est bicn dcfinic par gencrateurs ct relations mais n'cst pas quadratique. En cfFet, la 
definition de la properade Bi est la meme que celle de ^Bi sauf que la relation k est remplacee 
par 

k' : A igi m - {m, m) (Si (1324) (g) (A, A) 

Cette properade n'est ni quadratique (on utilise 4 operations pour ecrire le second element), ni 

liomogenc. 

- Un autre exemple qui ne rentre pas stricto sensu dans la theorie des properades est donnee par 
les bigebres de Hopf infinitesimales unitaires {cf. [L4]). Leur definition est la meme que celle 
des bigebres de Hopf infinitesimales, a la seule difference pres que la troisicme relation est 

A®m-(m, 1)(1, A) - (1, m)(A, 1) - (1, l)=)^-^-k^-| . 

Cette relation n'ctant pas conncxe, on a la un exemple de PROP qui n'cst pas unc properade. 
Le fait que les relations soient homogenes, c'est-a-dire, toutes de meme degre, permet de conserver 
la graduation de la properade libre par passage au quotient. 

Proposition 55. Soit J^{V)/{R) une properade definie par generateurs et relations. Si R c 
^(„)(F) pour un certain n, alors la properade J^{V)/{R) est graduee par un poids donne par le 

nombre de sommets. 

COROLLAIRE 56. Toute properade quadratique est graduee en fonction du nombre d'operations. 

4.4. PROPs definis par generateurs et relations connexes. Au niveau des PROPs, on 
considere le PROP libre S0{J^{V)) sur un §-bimodule V soumis a des relations R. Si les relations 

ne font pas intcrvcnir la concatenation des operations, c'cst-a-dire si R appartient a J-'^V), le 
PROP quotient S^{J^{V))/{R)s^{y^(v)) correspond a I'algebre symetrique libre pour le produit ig) 
sur la properade quotient .F(F)/(i?);?r(y) 

Proposition 57. Soit V un S-bimodule et soit R un sous-S-bimodule de J^{V). Le PROP quotient 
S^{T{V))/{R)s,^(j^(v)) est naturellement isomorphe au PROP Sig,{J^{V) / {R)j7(^v)) construit a 
partir de la properade quotient J-'{V)/{R)jr(^Yy 

Demonstration. On part du morphisme naturel 

</. : S^{J^{V)) ^ S^iJ^{V)/iR)riv))- 

II admet pour noyau I'ideal libre sur R dans le PROP libre S^{J^{V)). Cette application induit 
done un isomorphisme <f> de S-bimodules. On conclut en remarquant que ^ est un morphisme de 
PROP et qu'il en est de meme pour cj). □ 

Cette proposition permet de generaliser aux PROPs quotients tous les resultats obtenus au niveau 
des properades. 

Proposition 58. Soit S0{J^{V))/{R) un PROP defini par generateurs et relations, ou R est un 
sousS-bimodules rfe.F(„)(y). Alors le PROP S0{J^{V)) / (R) est graduepar le nombre de sommets 
des graphes. 

Definition (PROPs quadratiques) . On appelle PROP quadratique tout PROP de la forme 
S0{Hy))/iR) avec R C J'i2){V). 

CoROLLAiRE 59. Tout PROP quadratique est gradue par un poids. 
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CHAPITRE 3 

Properades et PROPs difFerentiels 

Nous avons, pour I'instant, defini les properades et les PROPS en partant de la categorie monoidale 
symetrique des fc-modules, puis en considerant les fc-modules qui admettent une action de a 
gauclic ct dc S„ a droitc. Ccttc demarche est gcncralisable a toutc categoric monoidale symetrique. 
On pent done definir des properades ensemblistes, des properades topologiques, etc ... (Cette 
definition est une version properadique de celle donnee par J. -P. May dans [May] pour les 
operades). Le but du present chapitre est de definir des properades ct les PROPS non plus 
lineaires mais differentiels, c'est-a-dire a valeurs dans la categorie des complexes de chaines (mod- 
ules differentiels gradues), et d'etudier les proprietes homologiques de tels objets. 

1. La categorie des S-bimodules differentiels gradues 

1.1. Les S-bimodules differentiels gradues et les produits Klc et lEl. On se place main- 
tenant dans la categorie des fc-modules difFerentiels gradues, notee dg-Mod. Rappelons que I'on 
munit cette categorie d'une structure monoidale en definissant le produit V (E)k W par 

{V®kW)d= Vi®kWj, 

i+j=d 

et en posant pour differentielle sur V 

d{v ®)w) = 6{v) ®)W + (-l)!"!?; (g) 5{'w), 

oil V ®) w est im tenscur clcmcntaire. Pour decrire les isomorphismes de symetrie, on utilise les 
regies de signes de Koszul-Quillen, a savoir 

Ty,yj : v®w<-^ (-l)l''ll"'lu;(8)u. 

Plus gcncralemcnt, la commutation de deux elements (morphismes, differentielles, objets, etc ...) 
de degre homologique d ct e eiitraine im signe (— 1)'*'^. 

Definition (dg-§-bimodule) . Un dgS-bimodule V est une collection de modules difFerentiels 
gradues (V{m, n))m,neti niunis d'une action de a gauche et de S„ a droite, ces deux actions 
commutent entre elles et agissent comme des morphismes de dg-modules. On note Vdi'm, n), le 
sous-(Stoj §n)-bimodule compose des elements de degre homologique d du complexe P(m, n). 

Le produit monoidal Mc sur les S-bimodules s'ctend au cas difFcrentiel. La definition reste la mcme, 
a la seule difference que la relation ~, basee sur les isomorphismes de symetrie, fait maintenant 
intervenir des signes (regie de Koszul-Quillen). Par exemple, on a 

®) qi ®) ■ ■ ■ (S) Qi (E) Qi+i ®) ■ ■ ■ (® Qb ®> cr ®) pi ® ■ ■ ■ ® Pa (S) u> ^ 

(g) (g) . . . (g) (g) • • • O 96 O ct' (g)pi (g) • • • 0Pa W, 

Oil ct' = (f . . . i -|- f z . . . a)k CT. 

Remarque : Comme les induites 9 et iv n'influent pas sur les regies de signes, nous omettrons de 
les ecrire par la suite pour alleger les notations. 
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Pour un element gi • • • ^6 (7 pi • • • (8> de Q{1, k) 0Sj A:[§| _] 0Sj- V{j, i), on definit la 
differentielle 6 par 

S{qi • • • 96 cr 0pi • • • 0po) = 

b 

^(_l)l9il+-+|g,3-i|q,^ • • • 6{qi3) • • • 96 C7 0pi • • • 0pa + 

0=1 

a 

^(_l)l9i|+- + l9!.| + |pi|+- + ba-i|g^ 0---0 96 0CT0P10---0 6{pa) • • • 035a- 

a = l 

Lemme 60. La differentielle 6 est constante sur les classes d'equivalence pour la relation ~. 

Demonstration. Comme les transpositions de la forme + l i . . .b) engendrent §6, il sufRt 

de faire les verifications suivantes 

i-l 
/3=1 

+ + + . . . , 5.^^, . . . , 96) Ct' (pi, ...,Pa) + 

b 

+ + . . . , g.^,, g., . . . , . . . , 5,) a' (pi, ...,Pa) + 

0=i+2 

a 

^(_l)k.ll«.+i|+ki|+-+k.l+|Pi|+...+ba-il(g^, . . . , ft, . . . , q,) a' (pi, . . . , . . . , Pa) 

^(_l)kil+-+k^-il(^^^ . . . ^ S^q^)^ ,,,^q^^ q^^^^, . . , q,) a {p,, . . . , p,) + 
0=1 

(_l)kil+-+k.-i|+k.|(5^^ . . . ^ ^(g.^^), . . . , g,) a (pi, . . . , p„) + 
+ . . . , 5.^^, . . . , g,) a (pi, . . . , Pa) + 

6 

E . . . , ft, ft+i, . . . , 5{q0), ...,qb)a (pi, . . . , Pa) + 

0=i+2 
a 

a=l 

= (5((9l,..., 96)cr(pi,...,Po)), 

oil cr' = (1 . . . i + 1 j . . . 6)j^ C7. Le calcul faisant intervenir des permutations sur les p^ est similaire. 

□ 

Proposition 61. La categorie {dg-S-biMod, Klc, /) est une categorie monoidale qui admet la 
categorie {S-biMod, Mc, I) comme sous- categorie monoidale pleine. 

Demonstration. Tout §„)-bimodule V{m, n) peut etre vu comme un Sn)-hiniodule 
differentiel gradue. II suffit pour cela de considerer tous ses elements comme etant de dcgre et 
■p(m, n) muni d'une differentielle nulle. □ 

On peut etendre sans difficulte la proposition 37 au cadre differentiel. 

Proposition 62. Le produit Q^cV est isomorphe, en tant que dgS-bimodule, a, 

k[Sm] 0Sr Q{1, k) 0s, fc[S|_ _] 0s,- V{j, i) 0s, fc[S„] . 

((n'j,...,np, (ni,...,n<,))ee 
|S| = |J| 
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Sur les parties connexes, on vient de preciser les regies de signes, les relations d'equivalences a 
considerer at les diffcrcnticUcs. On dcfinit les mcmcs notions pour le produit M en generalisant les 
regies de Koszul-Quillen du produit tensoriel (^k au produit ig). 

Solent V et Q deux S-bimodules differentiels gradues. Pour p ® q appartenant a Vdim, n) 
Qe{m', n'), on pose 

5{p ^q)= 6{p) (g) g + {-ifp ® d{q). 
Les isomorphismes de symetrie s'ecrivent ici 

Tp,q : p®q>-^ {-if^qigip. 
Avec ces regies de signes, on definit une differentielle naturelle sur le produit Q^V. 

Proposition 63. Le bifoncteur IE de la categorie des S-bimodules s'etend a la categorie des S- 

bimodules differentiels gradues. 

Commc dans Ic cas connexe, on pcut ctcndrc aux dg-S-bimodules la proposition 38. 
Proposition 64. Le produit Q Kl "P est isomorphe, en tant que dg-E>-bimodule, d 
fc[Sr»] <S)Sr Q{1, k) «)s, /c[§|ft|] Os, V{3, i) Os. 

((n'j,...,n^)ani..-.,nt))6e' 

1.2. Structure differentielle des produits de dg-S-bimodules. On etudie ici Fhomolo- 
gie des produits de deux S-bimodules differentiels. 

Remarquons d'abord que le complexe (Q KIc "P, 5) correspond au complexe total d'un bicomplexe. 
En effet, on definit le bidegre d'un element 

{qi, ...,qb)a{pi,...,pa) de 2(1, fc) 08^ fc[S|_ _] ®Sj ^(j, «) 

par {\qi\ H h \qb\, H h \pa\)- Et, la differentielle horizontalc 8h : QM^V ^ Q^cV est 

induite par celle de Q. Quant a la differentielle verticale 5^ : QM^V ^ Q^cV, elle est induite 
par celle de P. De maniere explicite, on a 

Qb) {Pl, ■ ■ ■ , Pa)) = 

b 

. . . , S{qf,), ...,qb)a {p,, . . . , p.) 

/3=1 

et 5y{{qi, qb)(7{pi,...,pa)) = 

a 

^(_l)kil+-+k.l+|Pi|+-+b.-il(^,, . ..,q,)a{p,,..., Sipa), . . . , Pa). 

a=l 

On voit clairement que 6 = 6h + et 5^ o Sy = —5y o 5h- 

Comme tout bicomplexe, celui-ci donne naissance a deux suites spectrales I^{Q^c'P) et //^(QKlcP) 
qui convergent vers I'homologie totale H^{Q.Mc'P, 5) {cf. Conventions). Rappelons que ces dernieres 
verifient 

l\Q^cV) = H^Q^cV, Sy), L^iQMcV) = H^H^Q^cV, S,), 5^) 
et Il\Q^c'P)^H4QmcP,dh), II^{QM^V)^H.,{H.,{Qm^V,6h),5y). 
Grace a la proposition 62, on salt que produit monoi'dal Q^cV s'ecrit a I'aide de la somme directe 

e 

Cette decomposition est compatible avec la structure de bicomplexe. Ainsi, les suites spectrales se 
decomposent de la meme maniere 

r (Q T') = r (q{1 k) 0s, k[sij 0s, v{j, i)) 



et ir{Q 7^) = IF (q{1, k) 0s, fc[S|_ -] 0s,- V{j, ^)) 
© 
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On a immediatement les deux expressions suivantes. 

Proposition 65. Si Q(l, k) A;[S| _] est un k^j]-module projectif (a droite), alors on a 

I' [qH k) fc[§| _] V{j, t)) = Qil k) ki^lj] d^s, {V{j, *)) • 
Et si, A;[§| -] (8>§j V{j, i) est un k^f^]-module projectif (a gauche), alors on a 

11^ {Q{1, k) k[S% J] V{3, t)) = {Qil k)) 0s, k[Sl-] 0s, V{j, ^). 
CoROLLAiRE 66. Si k est un corps de caracteristique nulle, on a toujours 

(Q{1 k) 0s, k[^ -] 0s,- V{3, i)) = Q{1, k) 0s, fc[S| -] 0s, {V{j, ^)) et 

II' (Q(r, k) 0s, k[Sl j\ 0s^ V{j, z)) = {Qil ~k)) 0s, ki^l-] 0s, P{j, z). 

Demonstration. Par le theoreme de Maschke, on sait que tous les anneaux k[Sj] sont semisim- 
ples. Ainsi, tout fc[Sj] -module est projectif. □ 

Proposition 67. Si k est de caracteristique nulle, alors on a 

[q{1, k) 0s, fc[§| -] 0s, V{j, i)) = 11^ {q{1, k) 0s, k[^lj 0s, V{j, i)) = 
H,Q{1, k) 0s, k[ni-] 0s, H.rO, i). 
Demonstration. Comme tout fc[§j^]-module est projectif, on a immeditatement 

[Q{1 k) 0s, fc[S| -] 0s, V{3, i)) = {Qil k)) 0s, fc[§| -] 0s, {V{j, t)) . 
Et on conclut avec la formule de Kiinneth 

H^{Q{l,k)) = H,{Q{li,ki)(^---(^Q{la,ka)) = 

H.Qih, fci) • • • H,Q{la, ka) = H,Q{1, k). 

□ 

Remarque : Soient $ : M ^ M' ct 'I' : N ^ N' deux morphismcs dc dg-S-bimodulcs. 
Alors le morphisme $ Kg : M N ^ M' Kl N' est un morphisme de bicomplexes. Ainsi, 
11 induit des morphismes de suites spectrales lEc *) : F{M Klc A'') F{M' Klc A''') et 
7F($ Klc *) : ir{M Klc N) ir{M' N'). 

De maniere generale, on a la proposition suivante. 

Proposition 68. Lorsque le corps k est de caracteristique nulle, on a toujours 

H4Q V){m, n) = H,Q{1, k) 0s, A;[S|_ -] 0s, H^Vij, i). 

e 

C'est-d-dire, H^Q V) = (H^Q) (H^V). 

Demonstration. C'est unc application directe des theoremes de Mashke (pour les coinvariants) 

et de Kiinneth (pour les produits tcnsoricls). □ 

On pent reprendre les memes raisonnements dans le cas du produit M. 

Lc complcxc (QMV, S) est encore le complcxc total d'un bicomplcxc. Les elements dc Q fournissent 
la graduation et la differentielle horizontales et ceux de V la graduation et la differentielle verticales. 
En ce qui concerne les signes, il faut faire attention aux composantes connexes. Par exemple, pour 
un objet 

(gi, . . . , gb) a {pi, . . . , Pa) {q'l, q'b') cr (p'l, . . . , p'^,) 
de Q ^ Q T', on a 
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((91, . . . , gfc) CT (pi, . . . , Pa) ® (g'l, • • ■ , qb')o- (p'l, . . . , p'a')) = 

b 

Y^(-l)M+-+\i0-^\{q,, . . . , s{q0), ...,qt,)a{pu-.., Pa) 

0=1 

q'b') (Pi, ■ ■ ■ , p'a') + 

^(_l)kil+-+k.l+|pil+-+b.l+k;i+-+k^-.l(g^, ...,q,)a{pu..., Pa) 

13=1 

^{q'l, ^{q'0), q'b') o- (pi, . . . , p'a') 

et 

Sy (((71, . . . , qb)<7{pi, ...,pa)(E) {q[, . . . , q'b,)a{p[, p'^,)) = 

a 
a=l 

^{q[, ...,q[,)a{p[,...,p'^,) + 

b' 

y^(_l)l9l|+- + |g!.| + |Pl|+-+|Pa| + |gll+-+l</| + |p'll+- + b'„-ll 

/3=1 

{qi, . . . , qb) a {pi, . . . , Pa) <Si [q'l, . . . , q'b') a (pi, ... , S{p'J, p'„,). 
On a alors les memes resultats que dans le cas connexe. 
Proposition 69. Si k est un corps de caracteristique nulle, on a les egalites 

{Q{1, k) 0s, fc[Sjv] P{j, «)) = Q{1, k) fc[Sjv] 0s, {V{3, i)) et 

11^ {Q{1, k) 0ss H^n] 0s,- V{j, i)) = {Q{1, ~k)) 0Ss k[SN] 0s, P{3, i)- 
Proposition 70. Si k est de caracteristique nulle, alors on a 

{Q{1, k) 0s, 0s,- Vij, i)) = 11^ {Q{1, k) 0s, fc[§jv] 0s, ViJ, «)) = 
H,Q{1, k) 0s, A;[Sjv] 0s, H,V{3, i). 

Proposition 71. Lorsque le corps k est de caracteristique nulle, on a 

H^{Q ^V) = {H^Q) K (H^V). 

Corollaire 72. Soient Q etV deux dg-S-bimodules. On a la relation 

H^iQmv) = S^AH*iQ^cP)) . 

Remarque : Toutes ces propositions sont des generalisations des resultats de B. Fresse sur le 
produit de composition o des operades aux produits Klc et Kl des properades et des PROPs (c/. 
[Fr] 2.3.). 

1.3. Properades et PROPs differentiels. On pent donner une version differentielle a la 
notion de properade et de PROP. 

Definition (Properades diflFerentielles) . On appelle properade differentielle un monoi'de {V, /U, r]) 
dans la categorie (dg-S-biMod, KIc, /). 

Ccla signific qu'cn plus dc la donnee d'une properade lineaire, le morphisme dc composition /i est 
un morphisme de dg-modules de degre preservant les actions de et §„. Ainsi, on a la relation 
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du type derivation : 

6 ...,Pb)(T (p'l, . . . , Pa))) = 

b 

^(_l)bi|+-+b.-il^((p^, . . . , S{p0), ...,p,)a {p[, p'J) + 

13=1 

a 

^(_i)iPii+-+b.i+b;i+-+b;_j^((p^^ . . . ^ ^ (p;^ . . . ^ s^p'j^ . . . ^ p^)). 

La proposition 68 donne la propriete suivante. 

Proposition 73. Lorsque le corps k est de caracteristique nulle, pour toute properade dijferentielle 
{V, jJL, rj), I'homologie de cette properade Ht:{fi), H^{ri)) est une properade graduee. 

Definition (S-bimodules differentiels gradues par un poids). On appelle S-bimodule differentiel 
gradue par un poids toute somme directe sur p G N de S-bimodules differentiels M = 0^^^^ M^p\ 
Les morphismes de S-bimodules differentiels gradues par un poids sont les morphismes de S- 
bimodules differentiels qui preservent cette decomposition. L'ensemble des S-bimodules differentiels 
gradues par un poids, muni des morphismes correspondant, forme une categoric que Ton note gr- 
dg-S-blMod. 

Remarquons que la graduation est une information supplementaire independante du degre ho- 
mologique. 

Proposition 74. Soit f = /(«) foncteur analytique dans la categoric des E>-bim.odules. 

Soit M = ©pgpj M^f") un S-bimodule gradue par un poids. Alors le S-bim,odule ,f{]\I) est bigradue, 
d'une part avec la graduation venant du foncteur analytique, d'autre part avec la graduation totale 
venant du poids. 

Demonstration. Posons /(„) = fn° ou est une application n-lineaire. La premiere grad- 
uation s'ecrit f{M)i^n) = fn{M, . . . , M). La deuxieme correspond a 

/(M)(^)= ^ /„(M(^^),...,M('")). 

iiH \-in=p 

□ 

CoROLLAiRE 75. Toutc propcradc libre (respectivement PROP libre) sur un S-bimodule M gradue 
par un poids est bigradue. 

Demonstration. Lc foncteur IF (respectivement S^{1F)) est un foncteur analytique dent les 
degres sont donnes par le nombre de sommets des graphes. La premiere graduation est done 
donnee par le nombre d'operations de M qui servent a representer un element de T{M). La 
deuxieme graduation est egale a la somme des poids de ces operations. □ 

Definition (Properades differentielle graduees par un poids). Une properade differentielle graduee 
par un poids {V, fi, rj) est un monoi'de dans la categoric (gr-dg-S-biMod, M^, I). 
Une telle properade sera dite connexe si de plus V^^^ = I. 

Remarque : Duallement, on a la notion de coproperade differentielle (et differentielle graduee 
par un poids). Une coproperade differentielle correspond a une coproperade dont le coproduit est 
un morphisme de dg-S-bimodules, c'est-a-dire verifie une relation du type coderivation. 

Dc la meme maniere, on pent considcrcr des PROPs differentiels. 

Definition (PROPs differentiels). On appelle PROP differentiel la donnee d'une structure de 
PROP {P, Ji, cone, rj) dans la categoric (dg-S-biMod, Kl, (g)). 

On exige done en plus que les morphismes de compositions ju et cone soient des morphismes de 
degre dc S-bimodules differentiels, c'cst-a-dire qu'ils verifient des relations du type derivation. 
Par exemple, pour la composition horizontale, on a 

S{conc{p (8) q)) = ccinc{6{p) ® g) + (— l)'P'conc(p (8> S{q)). 
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On a des versions PROPiques des resultats precedents. Par exemple, avec la proposition 71, on 
montre la proposition suivante. 

Proposition 76. Lorsque le corps k est de caracteristique nulle, pour tout PROP differentiel 
{V, Ji, cone), I'homologie de ee PROP {H^,{V), H^{cone)) est un PROP gradue. 

On pent aussi definir la notion de PROP differentiel gradue par un poids. 

Definition (PROP differentiel gradue par un poids). Un PROP differentiel gradue par un poids 
est la donne d'un PROP dans la categorie des §-bimodules differentiels gradues par un poids 
(gr-dg-S-biMod, Kl, ®). 

Un tel PROP est dit connexe si = S^{I). 

2. ■P-modules libres et quasi-libres 

Soit V une properade differentielle. La notion de 'P-module s'etend naturellement au cas differentiel. 

On s'intcrcssc ici plus particulicrcmcnt aux T'-modulcs libres ct a une version Icgcrcmcnt diffcrcntc, 
celle des V -modules quasi-libres. On ne traitera ici que les T'-modules a droite, le cas des 7-*-modules 
a gauche etant parfaitement symetrique. 

2.1. 'P-modules differentiels libres. Les resultats gcneraux sur les categories monoi'dales 
donnes au chapitrc 1 , montront que le P-module differentiel libra a droite sur un dg-§- module M 
correspond k L — M MV. La differentielle 5 sur L est la differentielle canonique sur le produit 
M MV explicitee precedemment. 

De la meme maniere, si (P, fj,, r], e) est une properade differentielle augmentee, c'est-a-dire que 
Ton a en plus un morphisme monoidal de dg-S-bimodules e : P ^ /, on pent appliquer la 
proposition 14. Dans ce cas, le quotient indecomposable du 'P-module differentiel libre L = MMV 
est isomorphe, en tant que dg-S-bimodule, a M. 

2.2. P-modules quasi-libres. Par la suite, nous traitcrons des cxcmplcs qui nc rcntrcnt 
pas strictement dans le cadre des P-modules libres. En effet, dans ces cas la, la differentielle 6$ 
correspond a la somme de la differentielle canonique 5 avec un morphisme homogene de degre —1. 

Definition (P-module quasi-libre a droite). Un V -module quasi-libre a droite L est un dg-§- 

bimodulc dc la forme M mais ou la differentielle 5g est la somme 5 + dg de la differentielle 
canonique 6 sur le produit MKIP avec un morphisme homogene de degre — l,d0 : MKIP— >MK1P 
tel que 

dg ((mi, . . . , rrib) a {pi, . . . , Pa)) = 

b 

(^^, . . . , deinifs), . . . , mb) a (pi, . . . , p„). 

/3=1 

Ainsi, 6$ : MIEIP— >MK1P verifie la relation de derivation suivante 
Se{{mi,..., mb)a{p-i,...,pa)) = 

b 

. . . , Seimis), . . . , mb) a (pi, . . . , Pa) + 

/3=1 

a 

J2^_^ym,\+■■■ + \m,\ + \p^\ + ■■■ + \p.-^\^^^^_ . . , m^) (7 (pi , . . . , 6{pa), Pa)- 
a=l 

Comme 5^ = 0, I'identite 5$^ = est equivalente a 5de + ded -\- dg^ = 0. 

Si on ecrit dg{mij) = {m'^, . . . , mj,,) a' {p[, . . . , p'^,) e Af H P, alors 

{mi, de{mp), nib) <y {pi, ■ ■ ■ , Pa) 
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correspond en fait a 

(mi, . . . , m'l, . . . , m'(,,, . . . , mb)(j' n ((pi, . . . , p'^,) (pi, . . . , pa)) 

On peut remarquer que le morpnisme dg est determine par sa restriction sur M ^ MMV ■ 

Proposition 77. Le morphisme M ^ MMV est un morphisme de dg-S-bimodules si et 

seulement si dg = 0. 

Cependant si V est une properade differentielle augmentee, la condition pour que le morphisme 
M Kl £ soit un morphisme de dg-module est moins restrictive. 

Proposition 78. Soit {V, /x, rj, e) une properade augmentee. Le morphisme M m 
est un morphisme de dg-S-bimodules si et seulement si 

MMV — MMV M =0. 

COROLLAIRE 79. Dans le cas ou la composition MMV > MMV M est nulle, le quo- 

tient indecomposable de L est isomorphe d M en tant que dg-S-bimodule. 

Dans la suite, les exemples de 'P-modules quasi-libres que nous aurons a traiter auront souvent 
une forme particuliere. 

Definition (7^-modulc quasi-librc analytiquc). Soit V une properade differentielle augmentee. Un 
V-module quasi-libre analytique a droite est un 7-*-module quasi-libre de la forme L = TiV) MV, 
ou V est un dg-S-bimodule et TiV) un foncteur analytique en V. On pose T = 0^ T(„) oii T(„) 
est un foncteur polynomial homogcnc de degre n tel que T(o) = /. En outre, on suppose de V 
est gradue par un poids et que = 0. Comme nous I'avons vu a la proposition 74, T(V) est 
bigradue, d'abord par les degres du foncteur analytique puis par la graduation totale venant du 
poids de V. 

On impose de plus que le morphisme dg vcrific 

de : T(y)(") T(F)K(/©^), 

«n) 1 

OU la graduation (n) est ici la graduation totale venant du poids de V. 

De plus, si V est graduee par un poids on exige que le morphisme de preserve globalement la 
graduation totale venant dcs poids de V et de V. 

On a immediatement la proposition suivantc. 

Proposition 80. Soit L = T(y)K17' un V-module quasi-libre analytique. Le morphisme de verifie 

de : T{V)mV ^T{V)mV. 

(n) (<n) 

Et, 

MmV — -^MMV =0. 

On peut done identifier le quotient indecomposable de L a T{V). 

Exemples : Les exemples de P-modules quasi-libres analytiques que nous aurons a traiter se 
divisent en deux categories. 

- Dans le cas ou V = V, on trouve la bar construction T{V) = B{V) = JF^(S'P) (c/. chapitre 4) 
ainsi que la bar construction simpliciale T{V) = C{V) = J-S{V) {cf. chapitre 6). Alors la bar 
construction augmentee B{P) Kl P, et la bar construction simpliciale augmentee C{V) Kl V sont 
deux exemples de P-modules quasi-libres analytiques. 

- Si 7-* est une properade quadratique engcndrcc par un dg-S-bimodule V. La properade dualc dc 
Koszul V est un foncteur analytique en V {cf. chapitre 7). Le complexe de Koszul V'^MV est 
alors un exemple de P-module quasi-libre analytique. 
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Proposition 81. Lorsque V est une properade differentielle augmentee graduee par un poids, tout 

V-module quasi-libre analytique L = T{V) se decompose en somme directe de sous- complexes 
L = 0peN^^''^ ou L^P'^ = (T(y) K represente le sous-module de L compose des elements 

de graduation totale p. 

Demonstration. Les differentielles dr(v) et S-p preservent cette graduation sur T{V) et V re- 
spectivement. Et, par definition, le morphisme de preserve cette graduation globalement. □ 

Definition (Morphisme dc P- modules quasi-libres analytiqucs). Soicnt L = T{V) et L' — 
T'{V') Kl V deux 'P-modules quasi-libres analytiques. Et soit $ : L — > L' un morphisme de V- 
modules differentiels. On dit que $ est un morphisme de V-modules quasi-libres analytiques si, de 
plus, $ preserve la graduation en V : 

$ : T{V)mV ^V{V')mT. 

n n 

Si, en outre, la properade differentielle P est graduee par mi poids, comme V et V sont aussi 
gradues par un poids, on impose en plus que $ preserve la graduation naturelle globale de T{V) 
V : 

$ : L^P'> = {T{V) K vYp'> L'^''' = {T'{V') M V)^p\ 
On note la restriction de $ au sous-complexe L^p\ 

Remarque : On a les notions duales de C-comodule differentiel colibre sur un dg-S-bimodule 
M (donne par M MC), de C-comodule quasi-colibre et de C-comodule quasi-colibre analytique. 
La cobar construction aumgentee a droite B'^{C) M C est un exemple de C-comodule quasi-colibre 
analytique. 

3. Properades et PROPs quasi-libres 

Pour expliciter la construction de la properade et du PROP libres dans le cas differentiel, il 
reste a comprendre definir la differentielle. En outre, comme pour les T-'-modules, les notions de 
properade et de PROP differentiels libres n'englobent pas tous les cas que nous aurons a traiter. 
C'est pourquoi, on considcre les properades et les PROPs quasi-libres, qui apparaissent comme 
des properades et des PROPs libres mais dont la differentielle est la somme de la differentielle de 
la properade libre avec une derivation. 

3.1. Properades differentielles libres. Soit iy, 5) un dg-§-bimodule. Une application di- 
recte des resultats de la section 6 du chapitre 1, sur la construction du monoi'de libre, montre que 
le §-bimodule gradue J^{V) est donne par la somme directe sur les graphes connexes (sans niveau) 
dont les sommets sont indices par des elements de V {cf. theoreme 50), soit 

HV)=\^^V{\Out{u)\, \In{u)\) 

Cette construction revient a considerer I'objet simplicial libre TSiy) = 0„gN(^+)^" quotiente 
par la relation engendree par I^cV = VMcI- Or, dans la cadre differentiel, pour pouvoir definir 
la differentielle d'un tel objet, il faut etre plus fin au niveau des signes. On quotiente alors J-SiV) 
par la relation engendree par {vi, v^) a {v'^, 1, fj) = (— l)'''^'''''''i' (I'l, 1, 1, 1^2) {v'l, u, ^2), par 
exemple, ou v appartient a V{2, 1) ici. 

Proposition 82. La differentielle canonique 6 definie sur J^S{V) d partir de celle de V, passe 
au quotient pour la relation d' equivalence =. 

Demonstration. La verification des signes est immediate et le calcul est semblable a celui effectue 
pour demontrer le lemme 60. □ 

Theoreme 83. La properade differentielle J^{V) munie de la differentielle S est la properade 

differentielle libre sur V. 
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Remarque : La decomposition analytique du foncteur J^{V) donnee par la proposition 52 est 

stable par la diffcrcnticUc S. Ccttc decomposition rcste done toujours vraic dans le cas difFcrcnticl. 
De plus, la projection J-{V) ^(i)(V") = V permet d'identifier le dg-S-bimodule V avec le quo- 
tient indecomposable de J^{V). 

Nous allons voir que Ic foncteur posscdc dc bonnes proprictcs liomologiqucs. 

Proposition 84. Lorsque k est un corps de caracteristique nulle, le foncteur J- : dgS-biMod 
dg-properades est un foncteur exact, c'est-d-dire H^{J^{V)) = J^{H^{V)). 

Demonstration. La demonstation de cette proposition est essentiellement la meme que celle 
du theorcme 4 de Particle de M. Markl et A. A. Voronov [MV] et repose encore une fois sur le 
theoreme de Mashke. □ 

Remarque : On fait exactement le meme raisonnement pour les coproperades colibres puisque le 
dg-S-bimodule sous-jacent J^{V) = J^'^{V) est le meme. 

On poursuit la meme demarche pour decrire le PROP libre. Pour cela, on considere les signes 
dus aux regies de Koszul-Quillen dans les isomorphismes de symetrie du produit monoi'dal (S) des 
S-bimodules. Avec ces regies de signes, on definit immediatement une differentielle 5 sur S^{!F{V)). 

Theoreme 85. Le PROP differentiel libre sur un dg-Ei-bimodule V est donne par la construction 
Si^{J^{V)) munie de la differentielle 6. 

En utilisant le theoreme de Mashke, on montre que le foncteur est un foncteur exact. Et par 
composition de foncteurs exacts, le foncteur PROP libre est un foncteur exact. 

Proposition 86. Lorsque k est un corps d.e caracteristique nulle, le foncteur 

S'^ojc- : dg-S-biMod ^ dg-PROPs 

est un foncteur exact, c'est-d-dire 

3.2. Properades quasi-libres. Une properade quasi-libre est une properade libre mais dont 
la differentielle est composee de la somme de deux termes : la differentielle canonique S plus une 
derivation. 

Definition (Derivation). Soit P une properade differentielle. Un morphisme d : V ^ V ho- 
mogene de degrc \d\ Ac S-bimodules est appele derivation s'il verifie I'identite suivante : 

5 • • • , P6) 0- (p'l, . . . , p'J)) = 

b 

. . . , j(p^), . . . , Pfc) a {p[, . . . , p'J) + 

0=1 

...,p,)a {p[, 6{p'J, . . . , p'J). 

Par cxemplc, la differentielle S d'unc properade differentielle est une derivation homogenc de degre 
— 1 telle que 6^ = 0. Remarquons que si d est une derivation homogene de degre —1 alors la 
somme 5 + d est encore une derivation de meme degre. Et dans ce cas, comme S'^ = 0, I'equation 
{S + d)'^ =0 est equivalente k Sd + d6 + d'^ = 0. 

Remarque : Dualement, pour une coproperade differentielle C, on definit la notion de coderivation. 

On s'interessc maintenant a la forme des derivations sur la properade differentielle libre J-{V). 

Lemme 87. Soit J^(y) la properade libre sur le dgS-bimodule V. Pour tout morphisme homogene 
6 : V ^ ^{V), il existe une unique derivation homogene de meme degre de : T(y) — >■ J^iV) 
telle que sa restriction aV C J^iy) corresponde d 9. Cette correspondance est bijective. De plus, 
si 9 : y — > alors, on a dg C J-"(i.+s_i)(V'). 
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Demonstration. Soit g un graphe a n sommets. On definit dg sur un representant d'une classe 

d'cquivalcncc pour la relation = (dcplaccmcnt vertical des sommets au signe pros) associc au 
graphe g. Cela rcvicnt a choisir un ordre pour ecrire les elements de V qui indicent les sommets 
de g. Ecrivons i^i ce representant, avec Vi G V. On pose alors 



Un calcul rapide montre que ccttc application est bicn constante sur la classe d'equivalcncc pour 
la relation = (la verification est du meme que cellc du lemme 60 et fait appel aux signcs definis 
pour la relation = dans Ic cadre diffcrentiel) . En fait, I'application dg rcvicnt a cffcctucr k chaque 
element dc V indicant un sommet du graplic g. (Comme 6 est un morphismc dc S-bimodulcs, cntre 
autre, I'application dg passe bien au cjuoticnt pour la relation «.) 

La surjectivitc du produit /i sur la properade librc ^{V) montre I'unicite de la derivation d$ ainsi 
que le fait que toute derivation soit de cettc forme. 

Enfin, si I'application 9 associe a un element de V, des elements de J^{V) qui s'ecrivent avec des 
graphes a r sommets {9 cree r — 1 sommets), alors on volt de la forme de dg donnee precedemment 



On a Ic Icmmc dual dans Ic cadre des copropcradcs. 

Lemme 88. Soit J-'^{V) la coproperade calibre connexe sur le dg-S-bimodule V. Pour tout mor- 
phisme homogene 9 : T'^iy) V, il exists une unique coderivation homogene de meme degre 
dg : J-'^{V) J^'^iV) telle que sa projection sur V corresponde d 9. Cette correspondance est 
bijective. De plus, si 9 : T^^V) V est nulle sur toutes les composantes J^^g^{V) C J^'^iV), pour 
s ^ r, alors, on a dg (.F(s+j._i)(F)) C J-'(s)(V), pour tout s > 0. 

Graphiquement, effectuer la coderivation dg sur un element de J^'^(y) represente par un graphe g 
revient a appliquer 9 a tous les sous-graphes possibles de g. 

On peut maintenant donner la definition d'une properade quasi-libre. 
Definition. (Properade quasi-libre) 

Unc properade quasi-libre V est unc properade diffcrcnticUc dont le §-bimodulc graduc sous-jacent 
est de la forme V = J^iV) mais dont la differentielle 5g : J^{V) ^{V) est egale a la somme de 
la differentielle canonique 6 sur la properade libre avec une derivation dg, soit 6g = 5 + dg. 

Grace au lemme precedent, on salt que toute derivation dg est determinee par sa restriction sur V, 
9 : V ^ J^{V). Ainsi, I'inclusion V ^{V) est un morphismc de dg-S-bimodulcs si ct seulcment 
si 9 est nul. Par contre, la condition pour que la projection J^{V) — » V soit un morphisme de 
dg-S-bimodules est moins restrictive. 

Proposition 89. La projection !F{V) — > V est un morphisme de dg-S-bimodules si et seulement 



Dans ce cas, on a dg {J^{V)) C 0r>2 •^(r)(^); et alors le quotient indecomposable de la properade 
quasi-libre V — J-'{V) est isomorphe, en taut que dg-S-bimodule, a V. 
En dualisant, on a la notion dc coproperade quasi-colibre. 

Definition (Coproperade quasi-colibre). Unc coproperade quasi-colibre C est une coproperade 
differentielle dont le S-bimodulc graduc sous-jacent est de la forme C — !F'^{V) mais dont la 
differentielle Sg : T'^iV) J-''^{V) est cgalc a la somme de la differentielle canonique 6 sur la 
coproperade librc avec unc coderivation dg , soit 6g = S + dg. 

Le lemme precedent sur les coderivations des coproperades colibres montrent que la projection 
^°(y) V est un morphisme de dg-S-bimodules si et seulement si 9 est nulle. Alors que I'inclusion 
V — > ^°(y) est un morphisme de dg-S-bimodules si et seulement si 9 est nulle sur J^?i\{V) = V. 




que dg (J'(^)(F)) C T(^r+8-i){V). 



□ 



si 0{V)cer>2^ir){V). 
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ExEMPLES : Les deux exemples fondamentaux de coproperades et properades quasi-libres sont 

donnes par la bar construction T'^ (SP) ct la cobar construction T {Tt^C) reduites. Ces deux 
constructions sont ctudiccs on detail dans Ic cliapitrc suivant. 

3.3. PROPs quasi-libres. On fait la mcmc etude pour les PROPs quasi-libres. 

Definition. Soit V un PROP differentiel. Un morphisme d : V ^ V homogene de degre \d\ de 
S-bimodules est appele derivation si d est une derivation pour la properade Uc{V) et pour I'algebre 
{V, 0, cone). Cette derniere condition s'ecrit 

6{conc{p (g) q)) = conc{5{p) (g) g) + (-l)l^'ll'^lconc(p S{q)). 

On a le meme type de lemme que dans le cas des properades. 

Lemme 90. Soit S(g,{!F{V)) le PROP libre sur le dg-'^-himodule V . Pour tout morphisme homogene 
9 : V ^ S0{J-'{V)), il existe une unique derivation homogene de meme degre de : Si^{T{V)) 
S^{T{y)) telle que sa restriction aV <Z S^{T{y)) corresponde a 6. Cette correspondance est 
bijective. De plus, si 9 : V ^ '5i8i(-^(^))(r) alors, on a de {S^{J^{V))(^s-j) C S^{J^{V))(^r^s_iy 

La derivation dg appliquee a un element de S^{!F{V)) represente par un graplie g s'ecrit avcc une 
sommme indicee par I'ensemble des sommets u du graphe g de graphes oir on remplace I'operation 
placee au sommet u par son image via 9. 

Demonstration. La demonstration est la meme que dans le cas des properades. □ 
Dualement, on la notion de coderivation sur les coPROPs et le lemme suivant. 

Lemme 91. Soit le coPROP calibre sur le dgS-bimodule V. Pour tout morphisme 

homogene 9 : S^{J-'^{V)) V , il existe une unique coderivation homogene de meme degre do : 
S0{J-''^{V)) S0{J-''^{V)) telle que sa projection sur V corresponde a 9. Cette correspondance est 
bijective. De plus, si 9 : S^{T'^{y)) — > V est nulle sur toutes les composantes Sig,{J^''{V))(^s) C 
S^i^^i^))) pour s ^r, alors, on a de (6',g,(.F(y))(s+r-i)) C S^{J^{V))(^s), pour tout s > 0. 

Graphiquement, efFectuer la coderivation dg sur un element de S(g{J^''{V)) represente par un graplie 
g revient a appliquer 9 a tous les sous-graphes possibles de g. 

La definition de PROP quasi-libre est semblable a celle de properade quasi-libre. 

Definition (PROP quasi-libre). On appelle PROP quasi-libre, un PROP diflFcrentiel P dont le 
§-bimodule gradue sous-jacent est un PROP libre S^{J^{V)) et dont la differentielle 6$ est la 
somme de la differentielle canonique S et d'une derivation de. 

Dualement, on a la notion de coPROP quasi-colibre. 

Definition (coPROP quasi-colibre). Un coPROP quasi-colibre C est un coPROP differentiel 

dont le §-bimodule gradue sous-jacent est de la forme S(^{F'^{V)) mais dont la differentielle Sg : 
S^{J^'^{V)) — > S^{J^'^{V)) est egale a la somme de la differentielle canonique 6 sur le coPROP 
colibre avec une coderivation de, soit 6$ = 6 + de. 

Exemples : Les deux principaux exemples de PROPs et de coPROPs quasi-libres sont donnes 
par la bar et la cobar constructions reduites qui font I'objet du chapitre suivant. 
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Bar et cobar constructions 

On generalise ici les bar et cobar constructions des algebres et des operades aux properades et aux 
PROPs. Pour cela, on etudie d'abord les proprietes des produits et coproduits partiels. Puis, on 
definit la bar ct la cobar construction on commengant par Icurs versions rcduitcs pour passer cnsuitc 
a la version a coefficients. Ces bar constructions possedent de bonnes proprietes homologiques, 
elles permettront d'obtenir des resolutions pour les properades et les PROPs differentiels (c/. 
thcorcmc 125 ct Ic chapitrc 7). Afin d'ctablir ccs resolutions, nous commengons par montrer dans 
ce chapitre que les bar et les cobar constructions augmentees sont acycliques. 

1. Produit et coproduit de composition partiel 

Avant dc donncr la definition des deux bar constructions, nous rappolons cc qu'cst la suspension 
et la desuspension d'un dg-S-bimodule ainsi que les proprietes verifiees par les produits et les 
coproduits de composition partiels. 

1.1. Suspension d'un dg-S-bimodule. Soit S le S-bimodule gradue defini par 

J I](0, 0) = k.s oil s est un element de degre +1, 
1^ S(m, n) = sinon. 

Definition (Suspension T,V). On appelle suspension du dg-S-bimodule V, le dg-S-bimodule 

= S 

Cette operation rcvicnt a tcnsoriscr par s dc tous les elements dc V. A v E Vd-i on associe done 
s®v & que Ton note souvent T,v. Ainsi, {J^V)d est naturellement isomorphe a Vd-i- Selon 

les principes enonces au chapitre precedent, la different ielle sur Y,V est donnee par la formule 
5{T,v) = —T,5{v), pour tout v dans V. La suspension YA/ correspond done a I'introduction d'un 
element de degre +1 qu'il faut prendre en compte lors des permutations faisant intervenir des 
signes (regies de Koszul-Quillen). 

De la meme maniere, on definit par 

J S~^(0, 0) = k.s~^ oil s est un element de degre -1, 
I S~^(m, n) = sinon. 

Definition (Desuspension Y,~^V). On appelle desuspension du dg-S-bimodule V, le dg-S-bimo- 
dule S-^F = S"! O F. 

1.2. Produit de composition partiel. Soit (P, /z, jy, e) une properade augmentee. Comme 
les graphes a deux niveaux sont munis d'une bigraduation en fonction du nombre de sommets sur 
chaque niveau, on pent decomposer le produit de composition fj, de la maniere suivante ^ = 

©r,seNM(r,s), OU 

T S 

Definition (Produit de composition partiel). On appelle produit de composition partiel la re- 
striction du produit de composition /x a {I(B^V_^) {I ®^^P^)- Le produit de composition partiel 

1 1 

correspond done au i) precedent. 
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On peut remarquer que le produit de composition partiel correspond au produit ne faisant inter- 
venir que deux elements non triviaux de V. 

Remarque : Dans le cadre des operades [GK], ce produit de composition partiel n'est autre que 

le produit partiel note Oj. Unc particularitc fondamcntalc dcs operades est que cc produit partiel 
engendre le produit global o (toute composition peut s'ecrire avec un nombre fini de compositions 
partielles successives). 

Dans Ic cas dcs diopcradcs (c/. [G]), I'autcur nc considcrc que Ics produits dc composition partiels 
ne faisant intervenir qu'une seule branche entre chaque sommet. Et dans le cas des i-PROPs 
(c/. [MV]), les auteurs restreignent encore les produits partiels aux couples dont au moins une 
operation n'admct qu'une sculc entree ou sortie. Deux ces deux cas, le produit monoi'dal etudie 
est celui engendre par les produits partiels. 

Notons que le produit de composition des properades est aussi engendre par les produits partiels 
(c/. chapitre 6). 

Lemme 92. Si {V, fi, rj, e) est une properade differentielle augmentee, alors le produit de compo- 
sition partiel M(i,i) induit un morphisme homogene de degre —1 

Rappclons que si V est un S-bimodule differentiel, la properade libre J-{T,P) sur TtV est bigraduee. 
La premiere graduation vient du nombre d'operations de utilisees pour representer un element 
de On note cettc graduation T(n){TiV). La deuxieme graduation, ici le degre homologique, 

est obtenu en effectuant la sommc dcs dcgres des operations dc YiV. 

Demonstration. Soit (1, . . . , 1, T,q, 1, . . . , . . . , 1, T,p, 1, . . . , 1) un element de degre ho- 

mologique |gr| + |p| + 2 de ^^(^^^{T^V). On definit 9 par 

Sg, 1,..., 1, Sp, 1,...,1)) = 

(-1)I«IE/.(i,i)(1, . . . , 1, g, 1, . . . , IMI, . . . , 1, p, 1, . . . , 1). 

Et commc V est unc properade graduee, ce dernier element est de degre \q\ + |p| + 1 soit un de 
moins que son antecedent. □ 

Au morphisme homogene 6, on peut associer une coderivation de : J^'^iY^V) T'^iY^V) grace au 
lemme 88. 

Proposition 93. La coderivation dg verifie les proprietes suivantes : 

(1) L'equation 5de + deS = est vraie si et seulement si le produit de composition partiel 

1) sst un morphisme de dg-S-bimodules. 

(2) On a toujours do^ = 0. 
Demonstration. 

(1) D'apres le lemme 88, appliquer de a un element de revient a effectuer 9 a tons les 

sous-graphes possibles du graphe representant cet element. Ici, il suffit done d'appliquer 
9 a tons les couples de sommets relies par au moins une branche et n'admettant aucun 
sommet intermediaire. Or pour un couple de sommets indices par T,q et T,p, on a d'une 
part 

S o de ((1, . . . , 1, Eg, 1, . . . , l)a(l, . . . , 1, Sp, 1, . . . , 1)) = 

i)((1, . . . , 1, g, 1, . . . , l)a{l, . . . , 1, p, 1, . . . , 1))) = 
(-1)I«I+1S<5(m(i, 1, g, 1,..., l)a(l,..., l,p, !,...,!))) 
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et d'autre part 

deo6{il,..., 1, Eg, 1,..., 1)(7(1,..., 1, Sp, 1,..., 1)) = 
de{- {!,..., 1, 1, . . . , l)a(l, . . . , 1, Sp, 1, . . . , 1) + 

(1, . . . , 1, Eg, 1, . . . , l)a(l, . . . , 1, S5(p), 1, . . . , 1)) = 

i)((l, . . . , 1, %), 1, . . . , l)a(l, . . . , 1, p, 1, . . . , 1)) + 
S^d, i)((l, . . . , 1, g, 1, . . . , IMI, . . . , 1, S{p), 1, . . . , 1)). 
Ainsi, Sdg + dgS — implique 

S i)((1, • • • , 1, 9, 1, ■ • • , ■ • ■ , 1, 1, • ■ • , 1))) = 

i)((l, . . . , 1, S{q), 1, . . . , 1)(7(1, . . . , 1, p, 1, . . . , 1)) + 

i)((1, . . . , 1, g, 1, . . . , . . . , 1, S{p), 1, . . . , 1)), 

c'est-a-dire que le produit de composition partiel est un morphisme de dg-S- 

bimodulcs. Dans I'autrc sens, on conclut cn rcmarquant qu'effectuer Sd$ + dgS revient a 
faire une somme d'expressions du type precedent. 

(2) Pour montrer que do'^ = 0, il faut s'interesser aux paires de couples distincts de sommets 
d'un graphe. Deux cas de figure sont possibles : soit on a affaire a deux couples de sommets 
dont les quatres sommets sont disctincts (a), soit les deux couples ont un sommet en 
commun (b). 

(a) Sur un element de la forme 

X (g) Sgi (g) Spi (g) F (g) Eg2 (8> Sp2 (g) Z, 

on effectue 9 deux fois en commengant par un couple different a chaque fois, ce qui 

donne 

(^(_l)|X| + l9il(_l)|X| + l9i| + |Pi|+l+l>'l + l92| ^ ^^l)\X\ + \qi\ + \Pi\ + \Y\ + \q2\^_iyX\ + \qi\^ 

X (g) 1) (gi ig) Pi) (g) y o s/i(i_ 1) (8) P2) o ^ = 0. 

(b) Dans ce cas, deux configurations sont possibles 

- Le sommet commun pent etre entre les deux autres sommets (dans le sens du 
graphe) (c/. figure 1 ). 



Sp 



Fig. 1 



Alors, sur un element de la forme 

X (g Sr (g Sg (g Sp (g) y, 
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si on applique 6 deux fois en commengant par un couple different a chaque fois, 
on trouve 

^ i)(r ® 9) ® p) y + 

par associativite du produit partial M(i,i) (qui vient de celle de ji). 
- Sinon, le sommet commun est au-dessus (c/. figure 2) ou en dessous des deux 
autres. 




Fig. 2 - 



On fait le meme calcul que precedemment pour un element de cette forme pour 
obtenir 

(_l)l^l + |r|+l+kl(_l)|X| + |r|j^ ^ ^^^^^ ^^(^ ^ ^^^^ ^ p)) ^ y + 

(_l)(|r|) + l(kl+l)+|X| + kl + l+|r|(_i)|X| + |,|^ ^ ^^^^^ ^^(^ ^ ^^^^ ^^(^ ^p)) ^ y = 0. 

En effet, I'associativite de donne 

/"(1, 1) (9 O 1) (r- p)) = (-1) 1) (r 1) (? i8) p)). 

On conclut cn remarquant que le resultat de I'application de^ est une somme d'expressions 
des deux formes precedentes. □ 

Remarque : Ce sont les regies naturelles sur Ics signes qui permettent d'avoir cette proposi- 
tion. Dans les articles de [GK] et [G], ces signes sont exprimes sous la forme de I'operade (resp. 
dioperade) Det. 

Definition (Sommets adjacents). On appelle sommets adjacents tout couple de sommets d'un 

graphe relies par au moins une branchc ct n'admettant aucun sommet intermediaire. lis correspon- 
dent a des sous-graphes de la forme ^(2){y) 6t sont les couples composables par la coderivation 
dff. 

Remarque : La coderivation dg consiste a composer les couples de sommets adjacents. Pour 
definir I'homologie des graphes, M. Kontsevich avait introduit dans [Ko] la notion d'edge contrac- 
tion. Cette notion revient a composer deux sommets relies par une sculc branche. Dans le cas des 
operades (arbres) et des dioperades (graphes de genre 0), les sommets adjacents sont relies entre 
eux par une seule branche, on retrouve alors cette notion (c/. [GK] et [G]). La coderivation de est 
done la generalisation naturelle de cette notion d'edge contraction. 
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1.3. Coproduit partiel. On peut dualiser les resultats de la partie precedents. 

Definition (Coproduit partiel). Soit (C, A, e, r]) une coproperade coaugmentee. On appelle co- 
produit partiel la composition d'applications 

1 1 

notee A(i^ i). 

Lemme 94. Pour toute coproperade differentielle coaugmentee (C, A, e, rj), le coproduit partiel 
induit un morphisme homogene de degre —1 

e' : S-iC^.F(2)(S-iC). 
Demonstration. Soit c un elelment de C. En s'inspirant des notations de Sweedler, posons 
^(i.i)(c)= E (I,---, 1, c', 1,..., 1, c", 1,..., 1). 

(c',c") 

Alors ^'(S~^c) defini par 

^'(S-^c) = - ^ (-l)l^'l (1, . . . , 1, c', 1, . . . , l)a(l, . . . , 1, c", 1, . . . , 1), 

(c',c") 

convient. □ 

Remarque : Le signe — apparaissant devant le symbole T, dans la derniere expression n'est pas es- 
sentiel ici. II deviendra par contre fondamental dans la demonstration de la resolution bar-cobar(c/. 
theoreme 125). 

Grace au lemme 87, au morphisme 6' on peut associer une derivation de' : JF(S^^C) .F(I]~^C) 
de degre —1 verifiant la proposition suivante : 

Proposition 95. 

(1) L'equation Sdg/ + dg'S — est vraie si et seulement si le coproduit partiel ^(i^i) est un 
morphisme de dgS-himodules. 

(2) On a toujours dgi^ = 0. 

Demonstration. La demonstration du lemme 87 montre qu'effectuer dg' sur un element de 
J^CE^^C) revient a appliquer 6' a chaque sommet du graphe representant le dit element. Ainsi, les 
arguments pour montrcr ccttc proposition sont du mcmc type que pour la proposition precedente. 
Notamment le deuxieme point vient de la coassociativite de A(i^ i) qui vient de celle de A et des 
regies de signes. □ 

Remarque : La derivation dg' revient a effectuer le coproduit partiel sur toutes les operations 
indicant im sommet . Ccttc derivation est la generalisation naturcUc dc la notion dc vertex expansion 
introduite par M. Kontsevich [Ko] dans le cadre de la cohomologie des graphes. Dans le cas des 
algebres et des operades, la derivation dg' correspond a la "vertex expansion" des arbres. 

2. Bar et cobar constructions 

A I'aide des deux propositions precedentes, on peut maintenant definir la bar et la cobar construc- 
tion des properades. Puis nous generalisons ces deux constructions au cadre des PROPs. 

2.1. Bar et cobar constructions reduites. 

Definition (Bar construction reduite). A tout propcradc differentielle augmentee {P, fi, rj, e), on 
peut associer la coproperade quasi-colibre B{P) = T'^(TfP) munie de la differentielle 5g = 6 + dg, 
oil 9 est le morphisme induit par le produit partiel sur V {cf. lemme 92). Cette coproperade 
quasi-colibre est appelee bar construction reduite de V . 
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L'egalite Sg^ = vient de Sdg + dg5 = et de dg^ = 0. 

Si on pose B(s)('P) = J^^^'^{'EV), alors de definit le complexe 

■ • • ^ (P) ^ (T') ^ • • • ^ (T') ^ S(o) (P) . 
En raisonnant de maniere duale, on obtient la definition suivante : 

Definition (Cobar construction reduite). A tout coproperade differentielle coaugmentee (C, A, 
e, T]), on peut associer la properadc quasi-libre B^(C) = J-'(S~^C) munie de la differentielle S$' = 
S+de', ou 9' est le morphisme induit par le coproduit partiel sur C {cf. lemme 94). Cette properade 
quasi-libre est appelee cobar construction reduite de C . 

A nouveau dg' definit un complexe 

BUC) ^ BUC) ^ . . . ^ B?JC) ^ %+i)(C) ^ • • • . 



■'(o)V^; ^ ^(i)V>-; ^ '~'{s)\^' ^ (s+i)^ 

Remarque : Lorsque V (resp. C) est une algebre ou une operade (resp. cogebre ou une cooperade), 
on retombe sur les definitions classiques (cf. Seminaire H. Cartan [C] et [GK]). 

2.2. Bar construction a coefRcients. Soit {P, ji, rj, e) une properade differentielle aug- 
mcntoc. Sur B{V)^ on definit deux morphismes homogenes 9r ■ S('P) — > B{'P) Klc V et 9i : 
B{T) ^VMc B{V) de degre -1 par 

9r : B{V) = T%Y/P) ^ T\iyP) T\^V) T^llV) ^c{I® V ), 



1 



et par 



1 

Remarquons que ces deux morphismes reviennent a extraire, un par un, les sommets extremaux 
(en haut et en bas) d'un graphe representant un element de .F'^(S'P). 

Lemme 96. Le morphisme 9r induit un morphisme homogene d$^ de degre —1 

de^ : B{V)^cV ^ B{V)^cV. 

Et le dgS-bimodule B{'P) H,. V muni de la somme de la differentielle canonique S avec la co- 
derivation do definie sur B{V) et du morphisme dg^ est un V -module quasi-libre analytique (a 
droite). 

Demonstration. Le demonstration du lemme decoule principalement des definitions du chapitre 
3. Scul point difffcile, I'cquation {5 + dg + dg^)"^ ^ 0. On salt deja, grace aux propositions de la 
section precedente que {S -\- dg)"^ = 0. Quant aux equations 

{6 + dg)dg^ + dg^ {5 + dg) = et 

de.^ = 0, 

elles se demontrent de la meme maniere que la proposition 93 en ecrivant soigneusement les regies 
sur les signes. □ 

On peut remarquer que le morphisme dg^ revient a ecrcter les sommets se situant en haut des 
graphes representant des elements de B{V) puis a composer les operations de V ainsi obtenues 
avec celle de V issues de la premiere ligne de S('P) M V. 

Definition (Bar construction augmentee a droite). Le T'-module quasi-libre analj^tique B{V)McV 
est appele bar construction augmentee a droite. 

On peut faire exactement le meme raisonnement pour 9i, d$i et la bar construction augmentee a 
gauche 7'Kc^(^)- 

Nous demontrons dans la prochaine section que, comme dans le cas des algebres et des operades, 
les deux bar constructions augmentees (a gauche et a droite) sont toujours acycliques. 
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Posons B^P, VjV) = V Kl^ S('P) Klg V. De la meme maniere que precedemment, les morphismes 
6r et 6i induisent sur B{V, V, V) deux morphismes homogenes de degre —1 : 

de^, de, : B{V, V, V) ^ B{V, V, V). 

Ainsi, on definit sur 6(7^, V, V) une differ entielle d par la somme de plusieurs termes : 

• la differcnticllc canoniquc 5 induite par celle de V, 

• la coderivation dg definie sur B{V), 

• du morphisme homogene do^ de degre —1, 

• du morphisme homogene dg, de degre —1. 

Lemme 97. Le morphisme d ainsi defini verifie I'equation = 0. 

Demonstration. Encore une fois, la demonstration repose sur les regies de signes. Les calcus 

sent du memo style que coux do la proposition 93. □ 

Definition (Bar construction a coefficients). Solent L un "P-module differentiel a droite et R un 
■P-module differentiel a gauche. A toute properade differentielle augmentee {V, /x, r], e), on pent 

associcr la bar construction a coefficients dans L et R definie par le dg-S-bimodulc B{L, V , R) :~ 
L^c-pB{V, V, V)^c-pR muni de la differentielle induite par d et par celles de L et i? notees Sl et 
Sr. 

Proposition 98. La bar construction B{L, V, R) d coefficients dans les modules L et R est 
isom,orphe, en tant que dg-S-bimodule, a B{V) R muni de la differentielle d, definie par la 

somme des termes suivants 

la differentielle canonique 6 induite par celle de V sur B{V), 
la differentielle canonique 5l induite par celle de L, 
la differentielle canoniquc 5^ induite par celle de R, 
la coderivation dg definie sur B(V), 
d'un morphisme homogene do„ de degre —1, 
d'un morphisme homogene dg^ de degre —1. 

Demonstration. II s'agit de bicn comprendre comment Ic morphisme dg^ donne, apres passage 
au produit monoi'dal relatif, un morphisme homogene dg^^. En fait, le morphisme dg^ correspond 
a la composition 

L B{r) R ^ L B{V) ^eV^cR — — ^ L B{V) R, 

on le morphisme Or est induit par 6^ de la maniere suivante : sur un element de L Kl^, B{P) Klc R, 
que Ton represente par 

Zi (g) • • • (g) 6i (g) • • • (g) (g) ri (g) • • • Ta, 

le morphisme 9r vaut 

s 

^(_l)|fed(|fc.+i| + - + l''a|)(_l)l'i| + - + l'i,l + |fci| + - + |h.-i| + |b.+i| + - + |6.| 
i=l 

/i (g • • • (g /fc <g) 6i (g • • • (g bi-i (g (g) • • • (g) 6s (g 6r{bi) (g) ri (g • • • (g rfc. 
II en va de meme pour dg^. □ 

Do cette expression de la bar construction a coefficients decoule immediatement le corollaire suiv- 

ant. 

Corollaire 99. 

- La bar construction reduite B{P) correspond a la bar construction avec des coefficients trivaux 
L = R = I, c'est-d-dire B{V) = B(I, V, I). _ 

- Le eomplexe de chaines bIl, V, V) = L^cB{V) M,,V (resp. B{V, PR) =PM^B{V) M^R) est 
un P-module quasi-libre analytique a droite (resp. a gauche) 
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2.3. Cobar construction a coefficients. En dualisant les arguments precedents, on ob- 
tient la cobar construction a coefficients. 

Soit (C, A, s, rj) une coproperade differentielle coaugmentee et soient {L, I) et (-R, r) deux C- 

comodules diffcrcnticls rcspectivement a droite et a gauche. 

Ces deux C-comodules induisent les applications 0'^ et 0^ suivantes : 

e'ji : R^Cm^R-^ {I ® ^) R, 

1 

6*^ : L ^ L^cC ^ LM^{I ® C ). 

1 

Lemme 100. Les deux applications 9'^^ et 9']^ induisent chacune un morphisme homogene de degre 
— 1 de la forme suivante sur L lElc B'^{C) Klc R : 

de'^ : LMcB%C)McR—^ LM^B^qm^il ®^)^cR > 

1 

L B%C) {I ® s-^c) R ^ L Klc B%C) R , 

1 



9'l : d0>^ : LMaB''{C)ma R^^ L {I ® ^) B%C) R ^ 

1 

LM^il® S-^C) B%C) Klc R — > L B%C) KIc R . 

1 

Proposition 101. Sur le E>-himodule gradue L Klc B^{C) Mc R, on a une differentielle d donnee 

par la somme des termes suivants : 

• la differentielle canonique S induite par celle de C sur B'^{C), 

• la differentielle canonique Sl induite par celle de L, 

• la differentielle canonique Sr induite par celle de R, 

• la derivation dg definie surB'^{C), 

• du morphisme homogene dg'^ de degre —1, 

• du morphisme homogene dg'^ de degre —1. 

Definition (Cobar construction a coefficients). Lc dg-S-bimodulc L Klc B'^{C) Klc R muni de la 
differentielle d est appele cobar construction a coefficients dans L et R et est note B'^{L, C, R). 

COROLLAIRE 102. 

- La cobar construction reduite B''{C) correspond a la cobar construction a coefficients dans le 

C-comodule trivial I . 

- Le complexe de chaines B%L, C, C) = Lm^B^C) H^C (resp. B{C, C, R) =CMcB'={C) ^cR) est 
un C-comodule quasi-colibre analytique a droite (resp. d gauche) 

2.4. Bar et cobar constructions des PROPs. Par concatenation, on etend naturellement 
les definitions precedentes au cadre des PROPs. 

Definition (Bar construction reduite d'un PROP). Soit {P, fi, cone) un PROP difTerentiel aug- 
mcntc. On appelle bar construction reduite du PROP P le coPROP quasi-colibre defini par lc 
S-bimodule S0{J-'^{T,P)) muni de la differentielle Sg, somme de la differentielle canonique 6 avec 
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Funique coderivation dg qui prolongs le morphisme induit par le produit partiel 

1 1 

On la note aussi B{^). 

Etant donnc que la coderivation sc fait composantc conncxc par composantc conncxe, la bar 
construction PROPique est un complexe obtenu par concatenation de la bar construction prope- 
radique. 

Proposition 103. On a Visomorphisme de coPROPs differentiels suivant 

B{V) = SMUciV)))- 
Dualement, on definit la cobar construction sur un coPROP. 

Definition (Cobar construction reduite d'un coPROP). Soit (C, A, deconc) un coPROP differen- 

ticl coaugmcntc . On appcllc cobar construction reduite du coPROP C Ic PROP quasi-librc dcfini 
par le §-bimodule Si^{J-{Yi~'^C)) muni de la difFerentielle 5$', somme de la differentielle canonique 
5 avec Funique derivation de' qui prolonge le morphisme 9' induit par le coproduit partiel 

A(i, 1) : c ^cme {I ® ^) (/ ® 

1 1 

On la note aussi B'^{C). 

Comme la derivation de' preserve les composantes connexes, la cobar construction d'un coPROP 
est I'algcbre symetrique libre sur la cobar construction de la coproperade associee. 

Proposition 104. On a un isomorphisme de PROPs differentiels 

B\C) = S^{B^{U,{C))). 

De la meme maniere que pour les properades, on definit la bar et la cobar constructions a coefla- 
cients dans un P-module (comodule) a droite L et un "P-module (comodule) a gauche R ainsi que 
les bar et cobar constructions augmentees. 

Proposition 105. Soit {V, ^, cone) un PROP differentiel augments. Soient L un V-module diffe- 
rentiel d droite et R un P-module differentiel d gauche. On a Visomorphisme de E>-bimodules 
differentiels 

L m B{V) mR = S^{LM^ B{Uc{V)) R) . 

3. Acyclicite des bar et cobar constructions augmentees 

Lorsque V est una algebre, c'est-a-dire que Ic dg-§-bimodule V est nul en dehors de V{1, 1) — A, 
on salt que la bar construction augmentee (a gauche comme a droite) sur Falgebre unitaire A 
est acyclique. Pour demontrer cela, on introduit directement unc homotopie contractantc [cf. 
Seminairc H. Cartan [C]). Dans le cas des operades, B. Fressc montre que la bar construction 
augmentee a gauche V o B{V) est acyclique, a nouveau, en exhibant une homotopie contractantc. 
Cette homotopie repose sur le fait que le produit monoi'dal o est lincaire a gauche. Et racyclicitc 
de la bar construction augmentee a droite decoule ensuite du rcsultat precedent et des lemmes 
de comparaisons sur les modules quasi-libres {cf. [Fr] section 4.6). Dans le cadre general des 
properades, comme le produit monoi'dal Klc n'est lineaire ni a gauche, ni a droite, il faut affiner ces 
arguments. On commence ainsi par definir une filtration sur le complexe {V^cB{V), d). Cette 
filtration induit une suite spectrale S* ^ convergente. Enfin on montre que les complexes dP) 
sont acycliques pour p > en introduisant une homotopie contractantc du meme type que dans 
le cas des algebres et des operades. On precede de la meme maniere pour montrer que les deux 
cobar constructions coaugmentees a droite et a droite sur une coproperade graduee par un poids 
sont acycliques. Et comme le foncteur est un foncteur exact, on en conclut Facyclicite des bar 
et cobar constructions augmentees dans le cas PROPique. 
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3.1. Acyclicite de la bar construction augmentee. Le dg-S-bimodule V Kl^ B{'P) est 
Fimage du foncteur 

Ce foncteur est analytique scinde, c'est-a-dire qu'il est la somme directe de foncteurs polynomiaux 
en V scindes (c/. chapitre 1 section 8). Pour voir cela, il sufRt de considerer le nombre de sommets 
non reduits (indices par des elements de V) qui composent un representant d'un element de 
(/ © V) J^^iY^V). On note cette decomposition : 

sen 

On considere alors la filtration definie par 

Fi = Fi{VM B{V)) =^ {vm, . 

Ainsi, -Fj est composee des elements de P Kl S('P) representables par des graphes admettant au 
plus i sommets non reduits. 

Lemme 106. La filtration du dg-S-bimodule V H^, B{'P) est stable par la differentielle d de la 
bar construction augmentee. 

Demonstration. Le lemme 96 donne la forme de la differentielle d. Celle-ci est la somme de trois 

termes : 

(1) La differentielle 5 issue de celle de V. Cette derniere laisse invariant le nombre d'elements 
de V. Ainsi, on a 5{Fi) c Fi. 

(2) La coderivation de de la bar construction reduite BCP). Cette application consiste a 
composer des pairs de sommets. EUe verifie done dg{Fi) C -Fj-i. 

(3) Le morphisme dg, . Ce morphisme a pour effet d'ecreter une operation TiV de B{P) par 
le bas, pour la composer ensuite avec des elements de "P 

V B{P) ^VMc{I®V) B{V) ^V^c B{V). 

Le nombre global de sommets en V est done decroissant. Ce qui s'ecrit de, {Fi) c Fi. □ 

De ce lemme, on obtient que la filtration Fi induit une suite spectrale notee E* ,^, dont le premier 
terme vaut 

El^^ = Fp {{V B{V))j>+,) {{V , 

oil p + g represente le degre homologique. Ainsi, le module E^ ^ est donne par les graphes a p 
sommets non rcduits E^, ,j = {(V ^cB{V)) i^^^ et la differentielle d^ est la somme de deux 

termes d^ = 5 -\- d'0^. Cette derniere application d'g^ est equivalente a I'application d^i lorsqu'elle 
ne diminue par le nombre global de sommets. De maniere explicite, le morphisme d'g^ consiste a 
ecreter une operation EP de B('P) par le bas et a I'inserer dans la ligne des elements de V, sans 
composition avec des operations de V . (La composition revient a faire I McV ^ V). Dans tous 
les autres cas oil dg, exige une composition non triviale avec des elements de V, d'g^ est nuUe (c/. 
figure 3). 

Remarquons que ce morphisme d'g^ est homogene de degre —1 (S7-* V). 
La suite spectrale E* ^ se situe dans le demi-plan p > 0. 

On calcule I'homologie des complexes de chaines (-Ep, d°) pour montrer que la suite spectrale 

degenere au rang E^^^. 

Lemme 107. Au rang E^^ ^ on a 

^1 ^ i I si p = q = 0, 
P''^ \ sinon. 
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Fig. 3 



Demonstration. Lorsque p = on a 



^0,g = 



I si q = 0, 
sinon. 



et la differentielle dP est nuUe sur les modules Eq ^. L'homologie de ces modules vaut done 



Eo,q = 



I si q = 0, 
sinon. 



Lorsque p > 0, pour chaque complexe de chaines dP), on va exhiber une homotopie con- 

tractantc h. 

Grace a la proposition 62, on peut representerun element de par (pi, . . . , Pr)a{bi, 6^)- 

Si pi G /, on pose 

h{{pi, . . . , Pr)(7{bi, bs)) =0, 

sinon on definit h par 

h ((pi, . . . , pr)a{bu = . . . , 1, . . . , p,)a'(6', bi+u 

ou 6' = IJ-jr(jyp-^ {^Pi {bi, ■ ■ ■ , bi)) avcc bi, . . . , bi les elements de B{V) relics au sommct indicc 
par j3i dans la representation graphique de {pi, . . . , Pr)(7{bi, . . . , bg). Cette application h ne change 
pas le nombre d'operations V et est de degre homologique +1 {V — > SP). Ainsi, on a /i : Ep^^ — > 
-Bp^q+i- Intuitivement, I'application /i revient a prendre une operation (non trivialc) parmi la 
ligne de V, a la suspendre et a la remonter d'un cran pour I'inclure dans cellos dc B{'P). Cette 
demarche est la demarche inverse de celle de . Verifions maintenant que h est bien une homotopie 
contractante, c'est-a-dire que hcP + (fh = i^. 

(1) L'application h anticommute avec 5, h6 + Sh = 0. Le calcul est similaire a ceux effectues 
precedemment. Encore une fois, le resultat vient des regies de signes et de la suspension 
T,pi. 
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(2) On a + d'g^h = id- Deja, on calcule d'g^ : 
d'e, {{pi, . . . , Pr)(T{bi, bs)) = 

^(_l)|p'l(|Pj + l| + - + |Prl + |6l| + - + |6fel) 

(pi, ...,p', Pj+1 Pr)^{bi, ...,bk, . . . , bg), 
on bk+i = /ijr(2p)(^P' ® Ensuite, on obtient 

hd'g^ {{pi, Pr)(T{bi, bs)) = 

^(_l)|p'l(|Pi + l|+- + |Pr| + |6l|+- + |6ii|) + (|pi| + l)(|p2|+- + |p'|+- + |Pr|) 

(1, . . . , 1, P2, • • • , p', Pj+1 Pr)'5'{b', bi+i, ...,bk, b'k+i, bs). 
Alors que le calcul de d'g^h donne 

d'0,h{{pi, Pr)(T{bi, bs)) = 
{pi, ...,pr)a{bi, 6s)- 

^(_l)|p'l(bj+il+-+br-|+|bi|+-+|6/=|)+(bi|+i)(b2|+-+|p'|+-+br.|) 

(1, . . . , 1, P2, • • • , p', Pj+1 Pr)^'{b', bi+i, ...,bk, b'k+i, bs), 

le signe —1 vient ici de la commutation de p' avec Spi. 

L'existence de cette homotopie permet d'affirmer que les complexes (-Bp,*, d°) sont acycliques 
pour p > et done que 

g = pour tout q si p> 0. 

□ 

On pcut maintenant conclure la demonstration de I'acyclicite de la bar construction augmentee a 
gauche. 

Theoreme 108. L'homologie du complexe (V SCP), rf) est la suivante : 

r Ho {V B{r)) = I, 

\ Hn \V B(V)) = sinon. 

Demonstration. Comme la filtration Fi est exhaustive V Klc B(V) = [j^ Fi et bornee inferieure- 
ment F-i (V B{V)) = 0, par les theoremes classiques de convergence des suites spectrales (c/. 
[W] 5.5.1), on salt que la suite spectrale E* g converge vers l'homologie de V lElc B('P) 

El^^Hj,+, {VM,B{V),d). 

Et la forme degeneree de £p ^ permet de conclure. □ 

CoROLLAiRE 109. Le morphisme d' augmentation 



V Kle B{P) IM^I = I 



est un quasi-isomorphisme. 



Ce dernier resultat se generalise de la maniere suivante : 

On definit le morphisme d' augmentation eCP, V, V) par la composition 

Theoreme 110. Soit R un module differentiel a gauche sur V. Le morphisme d' augmentation 
e{V, V, R) 

B{V,P, R) = VmrB{V, V, V) M-p R — > vm-pVM-pR = R 

est un quasi-isomorphime. 
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Demonstration. On introduit la meme filtration que precedemment en comptant le nombre de 

sommets indices par dcs operations de V des repcsentants dcs elements dc V Kl^ B{V) Kl^ R. Alors, 
en utilisant la meme homotopie contractante on montre que la suite spectrale degenere au rang 



El, „ sous la forme 



1 ^ r Hq{R) si p = 0, 
P^'i 1 si p > 0. 



On conclut cnsuite dc la meme manicrc, en utilisant la convergence de la suite spectrale. □ 

Pour demontrer I'acyclicite de la bar construction augmentee a droite BI(P) V, on introduit la 
meme filtration et on definit I'homotopie contractante h par 

h{{bi, br)a{pi, ...,Ps)) =0, 

lorsque pi G I, et dans le cas contraire par 

h{{bi, br)a{pi, ...,Ps)) = 

(_l)|fi|+- + |f,| + bi|(|f,+.| + -+|6.|)(5/, 5.^^, . . . , ,,^) ^'(1, . . . , 1, . . . , p^), 
ou b' = /i^(j,p)((6i, . . . , 6i) (8> Spi). 

On a alors le meme type de resultat pour L un module a droite sur V. 

Theoreme 111. Soit L un module differentiel a droite sur V. Le morphisme d' augmentation 
e{L, V, V) 

B{L, V,V) = L m-p B{V, V, V) V — > L^rV^vV = L 

est un quasi-isomorphime. 

Ces resultats peuvent se reformuler dans le cadre des PROPs. 

CoROLLAiRE 112. Soit V un PROP differentiel augmente. Les morphismes d' augmentation suiv- 
ant sont des quasi-isomorphismes : 

V K B{V) ^' / K 5^(7) = Sr^I) 

Demonstration. II sufiit de voir que 

rMB{r) = S(^ir m,b{u,{v))) 

et que le fonctcur 5*55 est un foncteur exact pour pouvoir appliquer les theoremes precedents. □ 

3.2. Acyclicite de la cobar construction coaugmentee. De la meme maniere, on peut 
montrer I'acyclicite de la cobar construction augmentee a droite B''{C) Kl^ C en utilisant des argu- 
ments duaux. Par contre ici, pour des problemes de convergence de suites spectrales, on se place 
dans le cas oii la coproperade C est graduee par un poids. 

Theoreme 113. Pour toute coproperade coaugmentee graduee par un poids C, I'homologie du 
complexe [B'^{C) KIc C, d) est la suivante : 

Ho{B%C) KeC) =/, 
Hn (B'=(C) C) = sinon. 

Demonstration. On definit une filtration Fj par 

On verifie que cette filtration est stable sous Taction dc la difFcrentielle d : 

(1) La differentielle 6 laisse invariant le nombre d'elements de C. Ainsi, on a 5{Fi) C F^. 
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(2) La derivation dg' de la cobar construction reduite B'^(C) consists a decomposer en deux 
dcs operations indicant dcs sommets. La nombre de sommets augmente done de 1. La 

derivation dgi vcrific done dgi{Fi) C -Fi-i- 

(3) Le morphisme de; a pour effet de decomposer un element de C en deux pour inclure une 
des deux parties dans B'^{C). Le nombre global de sommets en V est done croissant. Ce 

qui s'ecrit dg' (Fi) C Fi. 

Cette filtration induit done une suite spectralc E* ^ dont le premier terme est donne par 

E°^^ = Fp {mC) KeCU,) ((S^(C) KcC)p+,) = {{B%C) H,C)(_p))^^^ . 

La difFcrentielle d° est alors la sommc dc deux termes : d^ = S + d'g, oil d'g, correspond a dgi 
lorsquc ccUc-ci n'augmente pas le nombre de sommets indices par C. Le morphisme d'g, revient 
done juste a prendre un element C de la premiere ligne (sans le decomposer), a le desuspendre et 
a I'inclure dans B'^{C). 
On montre ensuite de la meme maniere que 

si p = g = 0, 



P'l \ 



P'l 10 sinon. 

Ici I'homotopie contractante h est definie comme I'operation inverse de d'g, . Pour un element de 
B^{C) C represente par 

br)a{ci,..., Cs), 

on definit h en decomposant bi G B'^{C)(n) ■ 

fell — ^E^'l^s-ic, 

oil b'l £ S'^(C)(„_i) et c G C. Si I'operation E~^c n'est relie par le haut qu'a des elements dc / 
alors on la suspend et on I'inclut dans la ligne des elements de C. Un calcul du meme type que 
precedemment montre que Ton a bien hd^ + dPh = id. 

Comme la coproperade C est graduee par un poids, on pent decomposer le complexe B''{C) Klc C 
en somme directe de sous-complexes a I'aide de la graduation totale induite, ce qui donne 

pGN 

Cette decomposition est compatible avec la filtration precedente, aisni qu'avec I'homotopie con- 
tractante h. On a done 

El^ g {{B%C) Klc C)^P^) = pour tout p, q des que p > et 

Enfin, comme la filtration Fi sur le sous-complexe {B%C) HcC)^'') est bornee 

Fo{{B%C) ^cC)^"^) = (B'iC) ^cC)^''> et F^p^i{{B%C) ^cC)^"^) = 0, 

par le theorcme classique de convergence des suites spectrales (c/. [W] 5.5.1), on a que la suite 
spectrale E* g({B%C) lElcC)^^)) converge vers I'homologie de (B^(C) lElcC)^^). On obtient alors le 
resultat en faisant la somme directe sur p. □ 

Remarque : En introduisant une homotopie du meme type, on montre que la cobar construction 

coaugmentee a gauche est aussi acyclique. 

Et de la meme maniere, on a le theoreme suivant 

Theoreme 114. Soit L un comodule differentiel a droite sur C. Si C est une coproperade diffe- 
rentielle graduee par un poids, alors I'homologie de la cobar construction a coefficients dans L et 
C vaut 

Hn{B%L, C, C), d) = Hr,{L, Sl). 



I si p = g = 0, 
sinon. 
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On a bien sur le meme resultat pour les comodules a gauche sur C. 

Comme corollaire, on a I'acyclicite de la cobar construction coaugmentee sur un coPROP gradue 
par un poids. 

Corollaire 115. Pour tout coPROP C coaugmente gradue par unpaids, I'homologie du complexe 
(B^iQ^C, d) est la suivante : 



Demonstration. La cobar construction PROPique est Timage par le foncteur exacte 5^ de la 
cobar construction properadique sur la coproperade induite 



Ho{B%C)^C)=S^{I), 
HnlB%C)^C) =0 smon. 



B%C) ^C = S^ (B"(t^c(C)) C) . 



□ 
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Lemmes de comparaison 

Nous produisons ici des lemmes techniques de comparaison entre les "P-modules quasi-libres et 
entre les properades quasi-libres. Ces lemmes sont les generalisations pour le produit monoi'dal Klg 
dc lemmes classiqucs dans Ic cadre du produit tcnsoricl ^j,. Rcniarquons que B. Frcssc avait dcja 
generalise ces lemmes pour le produit monoi'dal o des operades dans [Fr]. Ce dernier, tout comme 
W. L. Gan, dans [G] fonde ses demonstrations sur les proprietes des arbres (respectivement des 
graplics dc genre 0). Par cxcmplc, le fait qu'un arbrc a n fcuillcs n'admcttc qu'au plus n — 1 
noeuds non triviaux s'avere crucial dans la convergence des suites spectrales en jeu. Comme les 
graphes de genre quelconque ne possede pas ces proprietes, nous avons ete oblige d'utiliser un 
autre outil, la graduation naturcUc par un poids dc certains dg-S-bimodules ainsi que ccUcs des 
7^-modules quasi-libres analytiques et des properades differentielles quasi-libres qu'ils engendrent. 
Ces lemmes techniques nous permettrons, entre autre, de montrer que la construction bar-cobar 
sur unc propcradc (respectivement un PROP) graduee par un poids fournit une resolution de la 
properade (respectivement du PROP) de depart. 



1. Au niveau des 'P-modules quasi-libres 

Grace a une filtration bien choisie, nous demontrons les lemmes de comparaison entre les V- 
modules quasi-libres analytiques. Une autre filtration permet de montrer le meme type de lemme 
pour les C-comodules quasi-colibres analytiques. Enfin, ce dernier resultat permet de montrer que 
la construction bar-cobar sur une properade (respectivement un PROP) graduee par un poids en 
fournit une resolution. 

1.1. Filtration et suite spectrale associees a un P- module quasi- libre analytique. 

Soit V une properade diffcrenticUe et soit L = MMcV un "P-modulc quasi-librc analytique a droitc, 
ou M = T{V). Posons M^"^ le sous-module de M compose des elements de degre homologique 
d et de graduation a (decomposition polynomiale du foncteur T ou graduation totale si V est 
graduc par un poids). 
Sur L, on definit la filtration suivante : 

H |d| + |a|<s 

Oil la somme directe (S) porte sur les entiers m, n et N et sur les uplets I, k, J, i. 
Lemme 116. La filtration Fg est stable par la differentielle d de L. 
Demonstration. La differentielle d est composee de trois termes : 

- La differentielle 5m induite par celle de M. Elle a pour effet de diminuer de 1 le degre ho- 
mologique — » |J| — 1. Ainsi, on a Sm{Fs) C Fg-i. 

- La differentielle S-p induite par celle de V. Elle diminue le degre homologique |e| de 1, soit|e| — > 
|e| — 1. Ainsi, on a 5-p{Fs) c F^. 

- Par definition d'un 'P-modulc quasi-libre analytique, le morphisme de fait baisser la graduation 
\a\ de 1 et le degre homologique \d\ d'au moins 1 d'oii d0{Fs) C Fs-2- D 
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Cette filtration induit done une suite speetrale E* dent le premier terme j correspond au 
sous dg-S-bimodule de L suivant : 

S r=0 |d| = s — r 
|e| = t+r 

ou la premiere somme (S) porte sur m, n, N et I, k, j, i. On peut remarquer que la filtration 
ainsi que sa suite speetrale se dceomposent toujours grace a cette somme directe. En reprenant 
les notations de la section 1.2 du ciiapitre 3, on a 

<* = 0e.t+. (0M('^' ^cV\. 

r=0 \|a|='- / 

Remarque : Lorsque V est graduee par un poids, on exige que V le soit aussi, ainsi le complexe L 
se decompose a I'aide de cette graduation sous la forme L = 0^ L'-f^ {cf. proposition 81). De plus, 
cette decomposition est stable par la filtration Fg. Ainsi, la suite speetrale E^ j se decompose en 
somme directe suivant la graduation par le poids de L : 

El,{L) = ^El,{L('>)). 

Par definition de P-module quasi-libre analytique, les elements de V sont de degre au moins 1, on 
a alors 

min{s, p) / 

eul^''^)= e,t+j(0M(«)^eP)n^^''^ 

r=0 \ \a\=r 

Proposition 117. Soit L un V-module quasi-libre analytique. Alors la suite speetrale E* j con- 
verge vers I'homologie de L 

El,^H,+t{L,d). 

De plus, la dijferentielle d'^ sur E^ ^ est donnee par 5-p et la differentielle d^ sur El j est donnee 
par 5m ■ D 'ou, E^ ^ est relie a P par la formule 



Ce qui s'ecrit 



r=0 \\a\=r 



= iH4M))f {H4V)h. 



r=0 |ci|=r l<i|=s-r 

|el=t-r 

Demonstration. Comme la filtration Fg est exhaustive [J^Fg = L et bornee inferieurement 
F_i = 0, le theoreme classique de convergence des suites spectrales assure que la suite speetrale 
E* J converge vers I'homologie de L {cf. [W] 5.5.1). 

La forme des differcintielles d^ et d^ vient de I'etude precedente de Taction de la differentielle 

d = Sm + S-p + dg sur la filtration Fs . 

Enfin, la formule de Eg ^ vient de la proposition 67. □ 

1.2. Lemme de comparaison des T'-modules quasi-libres analytiques. Pour pouvoir 
demontrer le lemme de comparaison proprement dit, nous avons besoin du lemme technique suiv- 
ant. 

Lemme 118. Soit "if : V V un morphisme de properades differentielles augmentees et soient 
(L, A) et (L', A') deux modules quasi-libres analytiques sur V etV' . Posons L = M et L' — M' , les 
quotients indecomposables respectifs. Soit <^ : L ^ L' un morphisme de V-modules analytiques, 
oil la structure de V-module sur L' est celle donnee par le foncteur de restriction ^' ( cf. chapitre 
1 section 4.2 ). 
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(1) Un tel morphisme preserve la filtration Fg et done donne naissance d un morphisme de 
suites spectrales 

E*{<P) : E*{L) E*{L'). 

(2) Soit i> : M — > M' le morphisme de dgS-bimodules induit par Si de plus, les deux 
properades V et V sont graduees par un poids, on a alors que le morphisme : 
M lElc P M' Klc V vaut £;° = $ Klc 

Demonstration. 

(1) Soit (toi, . . . , rrib) a {p\, . . . , Pa) un element de Fs{M^c'P), c'est-a-dire que \d\ + \a\ < s. 
Comme $ est un morphisme de 'P-modules, on a 

$((mi, . . . , rub) a {pi, . . . , Pa)) = $ o A((mi, . . . , mb)a{pi, Pa)) = 

A'(($(mi), . . . , $(mfe)) a . . . , 

Si on pose 

$(mO = (mi, . . . , r7?4) cr^ (rf, . . . , KJ, 

commc $ est un morphisme dc dg-S-bimodulcs, on a = + |e*|, d'oii \d'^\ < di ei 
done < \d\. Et comme $ est un morphisme de modules quasi-libres anlaytiques, 

il preserve, par definition, la graduation en (a), d'ou |a'| < \a\. Ainsi, on a 

$((mi,..., mb)a{pu...,pa)) & Fg{L'). 

(2) L'application j($) correspond au passage au quotient suivant 

El, : Fg{L,+t)/Fs-iiL,+t) ^ F,iL'^^,)/F,_,{L'^^,). 

Soit (mi, . . . , rub) a (pi, . . . , Pa) un element de j, c'est-a-dire que |a| = r < s, \d\ = 

s — r et \e\ = t + r. On a done 

Elt{'^)i{mi,..., nib) a {pi,..., Pa)) =0 

si et seulement si $((mi, . . . , mb) cr (pi, . . . , Pa)) € Fs-i{L'). Or, nous avons vu prece- 
demment que 

^{{mi,...,mb)a{pi,...,pa)) = A'(($(mi), . . . , ^(mb)) a (*(pi), . . . , *(pa))). 

Ainsi, $((mi, . . . , rrif,) ct (pi, . . . , Po)) appartient a Fs{L'g_^_,)\Fs-i{L'g_^_,) si et seulement 
si $(mi) = mi = $(mi). En effet, si on a $(mi) = (rrii, . . . , m^.) {p\,. . . , p\_) avec au 
moins un n'appartenant pas a /. Alors, par la definition de properade graduee par un 
poids, le degre pour la graduation par le poids de p^- est au moins de 1 et par conservation 
globale de cette graduation par on a \a'-\ < a*. Ainsi, le morphisme correspond 
bien a $ Klc P. □ 

Theoreme 119 (Lcmmc dc comparaison des modules quasi-librcs analytiqucs) . Soit : V ^ V 
un morphisme de properades differentielles graduees par un poids augmentees et soient {L, A) et 
{L', A') deux modules quasi-libres analytiques sur V et V . Posons L = M et L' = M' les quo- 
tients indecomposables respectifs, c'est-a-dire L = M McV et L' = M' Mc V . Soit $ : L ^ L' un 
morphisme de V -modules analytiques, oil la structure de V-module sur L' est celle donnee par le 
foncteur de restriction Posons $ : M ^ M' le morphisme de dg-S-bimodules induit par 

( ^ : V^V, 

Si deux des trois morphismes suivants < $ : M ^ M', sont des quasi-isomorphismes, alors le 

[ $ : L^L', 

troisieme est aussi un quasi- is omorphisme. 

Remarque : Si les properades ne sont pas graduees par un poids et si i> = l> He lorsque 
$ et ^' sont des quasi-isomorphismes, $ est aussi un quasi-isomorphisme. La demonstration est 
rapide. On a immeditatement = $ He 5'- Commc $ et sont des quasi-isomorphismes, on 

obtient que E'^(<^) est un isomorphisme par la proposition 117 = 6-p et d^ = 5m)- Et toujours 
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grace a cette proposition, la convergence naturelle de la suite spectrale E* donne que $ est un 
quasi- isomorphisme entre L et L'. 

Demonstration. 

(1) On suppose ici que '5 : P ^ V' ct ^ : M ^ M' sent dcs quasi-isomorphismes. En 
appliquant le lemme precedent, on sait que $ induit un morphisme de suites spectrales 
E*{^) : E*{L) E*{L') et surtout que £'°($) = $ Kl^ on en conclut alors le resultat 
de la meme maniere. 



(2) On suppose maintenant que \1/ : P — * et $ : L ^ L' sont des quasi-isomorphismes. 
Nous avons vu precedemment que la suite spectrale E* ^ preservait la decomposition 
Up\ De plus, on a 

min(s,p) / _ \ 

EltiL^-^'') =0 Il-r,t+r [^Mf\l, k) k[^lj Vf{3, ^) , 

H r=inax(0, -t) \ X / 

0X1 la deuxieme somme directe (x) porte sur \a\ = r, \P\ = p — r, \d\ = s — r et \e\ =t + r. 
Or, lorsque s > p, on a pour r = p 

\ldl = s-p 

Hs-p{M^P^) si t = -p, 
sinon. 

En resume, on obtient 

r El,{L(P^)=0 si t<-p, 

\ EI_^{L(P))=H,_,{M(P)) sis>p. 

On montre ensuite par recurrence sur I'entier p que ^^''^ : M'^p^ M'^p^ induit un 
isomorphisme en homologie H^{¥p'>) : H^(M^p^) H^{M'^p)). 

Pour /J = 0, commc L*^*^^ = M'^'^\ on a = qui est im quasi-isomorphisme. 

Supposons maintenant que le resultat soit vrai pour r < p et tous les indices * ainsi 
que pour r = p et pour les indices * < rf, et montrons le pour * = d.(Comme tous 
Ics complexes dc chaincs sont ici nuls en degre strictement negatif, on a toujours que 
Hs{^^P^) est un isomorphisme pour s < 0). 
Par le lemme precedent, on a 

min(s, P) ( \ 

EU^^'^)= /.%,+j0$(^)Se* . 

r=0 \\a\=r J 

Ce qui donne, avec I'hypothese de recurrence, que E"^ ti^^^^) ■ ^1 ti^^^^) ^ -^s tW'^^^) 
est un isomorphisme pour s < d + p. Montrons que 

: Ej^^,_^iL^Py)^Ej^^,_^iL'^Py) 

est encore un isomorphisme. Pour cela, on introduit le cone associe au morphisme ^^p^ : 
c6nc($('')) = E-iL(^) e L'^P\ Sur ce cone, on definit la filtration 

F,(c6ne($(''))) = Fs-i{^-^ L^"^) © FsiL'^P^). 
Cette filtration induit une suite spectrale qui verifie 

ii;,\,(c6ne($(''))) = c6ne(i;i,, 
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Cependant, le cone de El induit une suite exacts longue 

>if,+i(c6ne(Ei,,($(^)))) ^H,{EI^,{L(P))) ^— J 

H,{EI^,{L'(P))) ^ H,{cdne{El^,{^(p)))) ^ H,_,{EI^,{LM)) ^-^ 

ce qui donne finalement le suite exacte longue (^) suivante : 

Ef+i,,(c6ne($(''))) EI,{L(p)) ^l^f^^iJ^ ^(L'W) 

i;,%(c6ne($(^))) > E^^_,^,{L(P)) • • • 



Nous avons vu precedemment que pour tout t < —p, 

El,{L(''^)=El,{L'^f^) = 0. 

La suite exacte longue (^) montre alors que E"^ ((c6ne($(^^)) = pour tout s, lorsque 

t < -p. 

De la meme maniere, nous avons vu que E-^ otait un isomorphisme pour 

s < d + p. Grace a la suite exacte longue {£,), on obtient que E^ t(c6ne($(''))) = pour 
tout t, lorsque s < d + p. 

Ces deux resultats permettent de conclure que 

^^J+p.-p(c6ne($(rf)) = i?2^p._p(c6nc($W)), 
^d+p+i,-p(c6ne($(p))) = i?-^+i__^(c6nc($(p))). 

Comme la filtration Fs du cone de est bornee inferieurement et exhaustive, on 
sait que la suite spectrale E* j(c6ne($(^^)) converge vers Fhomologie de ce cone. Comme 
^^P^ est un quasi-isomorphisme, cette homologie est nulle, d'oii les egalites suivantes : 

^I+p.-p(c6ne($W)) = i?2^^,_^(c6ne($(''))) = 0, 
i?^+p+i,_p(c6ne($(P))) = i?3°+,+i,_,(c6ne($(p))) = 0. 

En reinjectant ces egalites dans la suite exacte longue (^), on a que E'^_^_p _p{^'-P^) est 
un isomorphisme. 

On conclut en utilisant le fait que Ej^^^ -p{L'^''^) = HdiM^pf) ct que Ej_^_p^ -p{L'^''^) = 
HdiM'(P^). Ainsi, correspond a H,i{€^^p^) : H,,{M'-Py) Hd{M'^P'>) qui 

est done un isomorphisme. Ce qui conclut la recurrence et montre que i" est un quasi- 
isomorphisme. 

(3) Supposons que $ : L ^ L' ci % : M ^ M' sont dcs quasi-isomorphismes. Nous 
utilisons essentiellement les memes idees que precedemment. Comme M'"^ = /, on tire 
de la relation 

min(s,p) / _ \ 

H r=max(0, -t) \ X / 

oil la deuxieme somme directe x porte sur \a\ = r, \^\ = p — r, \d\ = s — r et |e| = f + r, 
que pour s = 

El,iL(P^) = ll,iP^P^) = Ht{V^P^). 
On a immediatement que 

El,{L(P^) = 0, 

lorsque s < 0. 

On montre ensuite, par recurrence sur I'entier p, que les morphismes ^^p^ : V^p^ — > 
P'(p^ sont des quasi-isomorphismes. 
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On fonde la recurrence en remarquant que la definition de "P, V graduees par un 
poids impose V'^^^ = P'^^) = /, d'ou = idj e st un quasi-isomorphisme. 

Supposons maintenant que le resultat soit vrai pour tout r < p. Et on montre par 
recurrence sur I'entier t que 

est un isomorphisme. On salt que c'est trivialement vrai pour t < 0. On suppose que 
c'est encore vrai pour t < e. Par le lemme precedent, on a 



min(s, p) 



( 



t+r 







|o| = 



Avcc les hypotheses dc recurrence, on obticnt que j : / {L^''^) E^ i{L'^p'>) 
est un isomorphisme pour tout s, lorsque t < e. En injectant ceci dans la suite exacte 
longue (^), on montre que j(c6ne($^''^)) = pour tout s, lorsque t < e. 

La forme dc la filtration j;(c6nc($(''))) = Fs-i{ E-^L*'')) Fs{L"^p^) joint au fait 

que F^i{L'^p^) = montrent que E^ j(c6nc($(''')) = pour .s < 0. 

Ces deux resultats, plus la convergence de la suite spectrale -E* t(c6ne($*^''^)) vers 
I'homologie nulle du cone de permettent de conclure que 

-B^ ,;(c6ne($(''))) = E^^^{cbne{^(P^)) = 
Jc6ne($(^))) = ^i~Jc6ne($(''))) = 0. 

En reinjectant ces deux egalites dans la suite exacte longue (^), on obtient que le 
morphisme 

est un isomorphisme. On conclut en rappelant que E^ ^{L^'^^) = He(V^P^), Eq ^(L'^p^) = 
ij^(p'(p)) et que El^i^'^P^) = Hei'^^P'^). ' ' □ 

En utilisant les memes arguments, on demontre le meme type de lemme dans le cadre des PROPs. 

Theoreme 120 (Lemme de comparaison des modules quasi-libres analytiques sur des PROPs). 

Soit : V ^ V un morphisme de PROPs differentiels augmentes gradues par un poids et soient 
{L, A) et {L' , A') deux modules quasi-libres analytiques sur V et V' . Posons L = M et L' = M' les 
quotients indecomposables respectifs. Soit $ : L ^ L' un morphisme de V-modules analytiques, 
oil la structure de V -module sur L' est celle donnee par le foncteur de restriction Posons 
$ : M ^ M' le morphisme de dgS-bimodules induit par $. 

r * : P^T", 

Si deux des trois morphismes suivants < $ : M ^ M' , sont des quasi-isomorphismes, alors le 

[ $ : L^L', 
troisieme est aussi un quasi-isomorphisme. 

Demonstration. On applique les memes arguments que precedemment a la filtration 
^«W = Mf{l,k)^s-,k[SN]^SjVe{j,i), 

H |J| + |t5|<s 

ou la somme directe (S) porte sur les entiers m, net N et sur les uplets /, k, j, i. La sculc difference 
intervient lorsque Ton considere des expressions de la forme M Kl V^^^ = M M I = S(g,{M) au lieu 
dc M Mc I = M. C'est par example Ic cas dans la partic 2 dc la demonstration prccedonte. On 
conclut de la meme maniere, en faisant une recurrence sur le poids de M, car les elements de 
S0{M)^P^ sont des sommes de produits tensoriels d'elements de poids inferieur ou egal a p. □ 
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1.3. Lemme de comparaison des C-comodules quasi-colibres analytiques. On peut 

demontrcr Ic mcmc type dc rcsultat pour dcs comodules quasi-colibrcs analytiques. Soit C une 
coproperade diflFerentielle graduee par un poids et soit L = M lEg C un C-comodule quasi-colibre 
analytique a droite, oii M = TiV). Sur ce complexe on definit la graduation 

F'siL) =00 M^{T, k) mj Cf 0" t), 

(H) |e| + |^|<s 

oil la somme directe (S) porte sur les entiers m, n et N et sur les uplets I, k, j, i, d, e et tels 

que |e| + \f3\ < s. 

En appliquant les memes arguments que precedemment a la filtration F^, on obtient le theoreme 
suivant : 

Theoreme 121 (Lcmmc dc comparaison des comodules quasi-colibres analytiques). Soit : C 
C un morphisme de coproperades differentielles coaugmentees graduees par un poids et soient 
{L, A) et {L', A') deux comodules quasi-colibres analytiques surC etC . Posons L = M et L' = M' 
les quotients indecomposables respectifs. Soit $ : L ^ L' un m,orphisme de C-comodules analy- 
tiques, oil la structure de C-comodule sur L' est celle donnee par le foncteur de restriction 
Posons $ : M ^ M' le morphisme de dg-S-bimodules induit par 

r ^ : C^C, 

Si deux des trois morphismes suivants < $ : M ^ M,' sont des quasi-isomorphismes, alors le 

[ $ : L^L', 
troisieme est aussi un quasi-isomorphisme. 

De la meme maniere, on a une version PROPique de ce theoreme. 

Theoreme 122 (Lemme de comparaison des comodules quasi-colibres analytiques sur des co- 
PROPs). Soit : C ^ C un morphisme de coPROPs differentiels coaugmentes gradues par un 
poids et soient {L, A) et {L' , A') deux comodules quasi-colibres analytiques sur C et C . Posons 
L = M et L' = M' les quotients indecomposables respectifs. Soit $ : L ^ L' un morphisme de 

C-comodules analytiques, oil la structure de C-comodule sur L' est celle donnee par le foncteur de 
restriction Posons $ : M — > M' le morphisme de dgS-bimodules induit par 

r * : C^C, 

Si deux des trois morphismes suivants < $ : M ^ M' , sont des quasi-isomorphismes, alors le 

[ $ : L^L', 
troisieme est aussi un quasi-isomorphisme. 

Nous allons utiliser ces deux derniers theoremes dans le chapitre suivant pour etablir la resolution 
bar-cobar. 

1.4. Application : la resolution bar-cobar. Nous generalisons ici aux properades et aux 
PROPs gradues par un poids la proposition de V. Ginzburg et M.M. Kapranov [GK] qui aSirme 
que la construction bar-cobar sur une operade V fournit une resolution de P. 

Commengons par le cas des properades. On definit le morphisme C '■ B'^{B{P)) V par la 
composition 

oil le morphisme c-p correspond a la counitc dans la demonstration du monoidc libre (c/. theo- 
reme 23). Cc morphisme revient a composer entre ellcs, via /i, les operations V de J'{V). 

Proposition 123. L'application ( ainsi definie est un morphisme de properades differentielles 
graduees par un poids. 

Demonstration. La definition de C repose sur la composition /i des operations de V, ainsi on 
montre facilement que C o M.?-(E-i.?<=(E-p)) = MP ° (C C)) c'est-a-dire que ( est un morphisme de 
properades. 
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Comme le morphisme C, est soit nul soit correspond a des compositions d'operations, actions qui 
prcscrvent la graduation par le poids de V, alors on a que C est un morphisme de properades 
graduees par un poids. 

Reste a montrer que ( commute avec les differentielles respectives. 

Sur B'^{B{V)) = !F{T,~^T'^{T,Vy) la diffcrcnticUc d correspond a la sonimc dc la derivation dgi de 
la cobar construction induite par le coproduit partiel de J^°(E7') avec la differentielle canonique 
^B(v) ■ 1^ differentielle canonique (5g(73) est la somme de la coderivation dg de la bar construction 
B{V) induite par le produit partiel de V avec la differentielle canonique 5-p. 

- Si tous les sommets de ^ sont indices par des elements de J^"^-^-^ (ST') = TiV, effectucr la differentielle 
d sur ^ consiste a n'effectuer que la differentielle canonique 5-p. Et comme la composition ji de 
la properade differentielle V commute avec J-p, on a bien Q o d{^) = C, o 5-p{^) = d-p o C,{^). 

- Soit ^ im clement de T [H''^ {Y:V)) qui se represente a I'aide d'un graplie dont au moins un 
sommet est indice par un element de J-'^^^iYiV), avec s > 3. Son image par ^ est nuUe. En outre, 
I'image de ^ par la differentielle d est une somme des graphes dont au moins un des sommets 
est indice par un clement de T^^-^illV), avec s > 2. Ainsi, on a d o ^(^) + C o d{£) = 0. 

- Si ^ est represente par un graplie dont les sommets sont indices par des elements dc J-"^^-^ (ST') 
ou s = 1, 2, avec au moins un element de J-^2)^T^)i ^^n image par C, est nuUe. Reste a montrer 
qu'il en est de meme pour C, o d. Comme 5-p preserve la graduation naturelle de !F'^, on a 
immcdiatement C,°5'p{€) = 0- Regardons I'effet de do +dg' sur \m clement de T^^^CEV). Posons 

^ = X®S-i(Epi®Ep2)®i^ ou (Spi®Ep2) appartient a J^('2)(^^) Y k J^iE'l^^^YiV)). 

En appliquant dgi, on obtient un terme de la forme 

(-l)l^l+i(-l)|Pil+iX S^^Spi ® S-iSp2 ® Y, 

ou et T,~^I]p2 sont des elements de T,~^T^^-^{'S'P). Et, en appliquant dg, on obtient un 

terme de la forme 

(_i)i^i+i(_i)ipiix (g) s-iE/i(pi ® P2) (s> r, 

ou E~^E/x(pi (8)^2) appartient a H'^J^^^^CSV). Ainsi, {de +d0'){^) est une somme de termes 
de la forme 

d' oil la conclusion. □ 

Remarque : On comprend, grace a cette demonstration, pourquoi on a introduit un signe — 
supplementaire dans la defintion de la derivation dg' de la cobar construction. 

Si on pose C = B{'P), la copropcrade differentielle coaugmentee definie par la bar construc- 
tion sur V, on pent alors considerer la cobar construction coaugmentee a droite S°(C) Klc C = 
B''{B{V)) Mc B{V). Remarquons que la coproperade BiJ') = T'^iY.V) est graduee par un poids 
(par la graduation dc T^' . en fonction du nombre de sommets, joint a celle de V) et que la cobar 
construction coaugmentee B'^{C) C est un C-comodules quasi-colibre analytique. 

Lemme 124. Le morphisme C,McB{V) : B''{B{r))McB{P) VMc_B{P) entre la cobar construction 
coaugmentee B'^{C) lElc C et la bar construction augmentee V B{V) est un morphisme de dgS- 
bimodules. En outre, il s'agit d'un morphisme de B{V)-comodules quasi- colibres analytiques. 

Demonstration. Les applications ( et idg(^p^ etant des morphismes dc dg-S-bimodules, le mor- 
phisme Klc id^^-p^ preserve les differentielles canoniques S^c^c) + et 6p + S^^^py En outre, le 
morphisme dg^ intervenant dans la definition de la differentielle de la cobar construction B'=(C) Kl^C 
(c/. chapitre 4 section 2.2) correspond bien, via C Mc B{'P) au morphisme dgi intervenant dans la 
definition de la differentielle de la bar construction V Klc B{V). (Le morphisme dg^ revient a ex- 
traire une operation V de B{V) par le bas pour la composer, par le haut, a B'^{B{V)), alors que 
dg^ revient a extraire une operation V de B{V) par le bas pour la composer, par le haut, a V.) 
Enfin, comme C et idg^p^ preservent la graduation par le poids venant de celle de V, on a que 
C, Klc BI(P) est un morphisme de ;B(T')-comodules quasi-colibres analytiques. □ 



86 



1. AU NIVEAU DES P-MODULES QUASI-LIBRES 



On peut maintenant conclure le theoreme escompte. 

Theoreme 125 (Resolution bar-cobar). Pour toute properade differentielle augmentee graduee 
par un poids V, le morphisme 

C : B'={B{V)) V 

est un quasi-isomorphisme de properades differentielles graduees par un poids. 

Demonstration. On sait d'apres le theoreme 113 que le complexe B''{B{V))^cS{V) est acyclique 

(cobar constmction augmentee). De meme, le theoreme 108 afhrme que le complexe 'P^cB{V) est 
lui aussi acyclique (bar construction augmentee). On en conclut que le morphisme de comodules 
quasi-colibres analytiques C B{V) est un quasi-isomorphisme. En posant ^ = idg^^p-^ et $ = 
CMcB{P), on peut appliqucr la partic (2) du theoreme do comparaison des comodules quasi-colibres 

analytiques, cc qui donne que ( est un quasi-isomorphisme. □ 

Remarque : Nous utiliserons principalement ce resultat dans le cas oii la properade V est quadra- 
tique (done graduee par le nombre de sommets des graphes en jeu) . Grace au lemme de comparaison 
entre les properades quasi-libres, demontre dans la section suivante, on montrera au chapitre 7 
que, dans le cas oii la properade quadratique de depart est de Koszul, la resolution bar-cobar peut 
se "simplifier" pour donner le modele minimal sur V. 

On peut faire sensiblement le meme travail dans le cas des PROPs. 

Soit {V, /X, cone) un PROP differentiel augmente. On definit le morphisme par la composition 

B%B{V) ^ 5®JF(S-ijF'=(SP)) = S^iJ^iV)) ^ V, 
oil Cp = cone o S'^(c-p). Ccttc derniere application revient a efFectuer toutes les compositions 
possibles (verticales et horizontals) d'operations de P suivant le schema de composition donne 
par S,^{T). 

Proposition 126. Le morphisme (' est un morphisme de PROPs differentiels gradues par un 
poids. 

Demonstration. Comme la definition de (' repose sur les compositions fi et cone du PROP V, 
on voit que ce morphisme est un morphisme de PROPs. 

En outre, le PROP V est un PROP gradue par un poids, ce qui implique que les compositions /x 
et cone preserve ce poids. II en est done de meme pour ^' qui est un morphisme de PROPs gradue 
par un poids. 

Pour voir que (' preserve les diflFerentielles respectives, on I'ecrit comme compose des morphismes 
de §-bimodules differentiels. Le diagramme suivant est commutatif. 



B%B{P)) = B^S^iJ^'^iEV))) 



B^T^iY.V)) = 5®(jr(E-i.?=-^(S7'))) 



j(C) 



□ 



Lemme 127. Le morphisme C Kl B(V) : B^iBiV)) -y V ^ B{V) est un morphisme de B{V)- 

comodules quasi-colibres analytiques. 

Demonstration. Comme le morphisme C,' est une version concatenee du morphisme C,, la de- 
monstration reste la meme. □ 

Theoreme 128 (Resolution bar-cobar pour les PROPs). Pour tout PROP differentiel augmente 
gradue par un poids, le morphisme 

C : B^iBiV)) V 
est un quasi-isomorphisme de PROPs differentiels gradues par un poids. 
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Demonstration. La demonstration est la meme que dans le cas des properades. On utilise ici 

que la bar ct la cobar constructions augmcntccs sont toujours acycliqucs dans le cas des PROPs. 
Et on conclut en utilisant les versions PROPiques des lemmes de comparaison. □ 

2. Au niveau des properades quasi-libres 

On montre ici un lemme de comparaison du meme type que les precedents, mais au niveau des 

properades quasi-libres. 

Theoreme 129 (Lemme de comparaison des properades quasi-libres). Soient M et M' deux dgS- 
himodules gradues par un poids et de degre au moins 1. Soient V et V' deux properades quasi-libres 
de la forme V = T{M) et V' = J^{M'), munies de derivations dg et dgr provenant de morphismes 
9 : M ^ ©s>2 -^(s) (^'^) ^' • ^ ®s>2 1™ preservent la graduation totale venant 

de celle de M et M' . Et soit, un morphisme de dgS-bimodules $ : V ^ V qui respecte la grad- 
uation de T et la graduation totale. Ainsi, $ induit un morphisme $ : M = .F(i)(M) — »• M' = 

Le morphisme $ est un quasi-isomorphisme si et seulement si $ est un quasi-isomorphisme. 

Demonstration. Comme les morphismes 6 et 9' preservent la graduation totale venant de M 

ct M' , on peut deja remarquer que les derivations et dgi preservent aussi la graduation totale. 
Par consequent, les differentielles Sg = 5m + dg et 6g' = 6m' + dg' preservent cette graduation et 
on peut done decomposer les complexes J^{M) = ©^^^^(M)^'') et J^{M') = ®p^j^J^{M')^P^ en 
fonction dc cette graduation. 
On introduit la filtration suivante 

r> — s 

Cette filtration est compatible avec la decomposition precedentc. Pour des problemes de conver- 
gence de suites spectrales, on s'interesse plutot au sous-complexe T{M)^p^ et a la filtration 

r> — s 

Comme les dg-§-bimodules M et M' sont de degre strictement positif pour la graduation par le 
poids, on a que ^(r)(M)(''' = = des que r > p, ainsi 

F,(.F(M)(^)) = .Fm(M)W. 

—s<r<p 

On peut voir que la filtration Fg est stable par la difFcrcnticUc Sg = 5m + dg. En efFet, on a 
5m{Fs) C Fs et dg{Fs) C i^s-i- Cette filtration induit done une suite spectrale E* ^. Le premier 
terme de cette suite spectrale vaut 

E% = F,{r{Mi%)/F,_,{nM)[%) = r-s{Mi% 

et la differentielle correspond a la differentielle canonique issue de M : ^m- De cette description 
ct dos proprietes de on tire que i?" = Ti^^s){^)s+l- 

On peut remarquer que la filtration Fg sur J^{M)^p^ est bornee (i^_p_i = et Fq = J^{M)^p^), 
ainsi par le theoreme classique de convergence des suites spectrales (c/. [W] 5.5.1) on obtient que 
la suite spectrale E^ j converge vers I'homologie du sous-complexe T{M)'^p\ 

Demontrons maintenant I'equivalence souhaitee : 

(<;=) Si l> : M — » M' est un quasi-isomorphisme, comme le foncteur T est un foncteur exact (c/. 
proposition 84), on obtient que 

J-(_,)($),+* = ,($('')) : El^iHMi"^) ^ El,{HM')'^"^) 
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est un quasi-isomorphisme, c'est-a-dire E^{^^p^) est un isomorphisme. Enfin la convergence des 
suites spcctralcs en jeu, montre que ^^^^ : T{M)^''^ — »■ J^{M')^P^ est un quasi-isomorphisme. Ainsi, 
le morphisme $ est un quasi-isomorphisme. 

(=>) Reciproquement, si $ est un quasi-isomorphisme, alors chaque <I>^''-' est un quasi-isomorphisme. 
On va montrer par recurrence sur I'entier p que : M^''^ — > M'^''^ est un quasi isomorphisme. 
Pour p = 0, on a M^^^ = M'^^^ = 0, le morphisme ^^^^ est done un quasi-isomorphisme et la 
recurrence est fondce. 

Supposons que le resultat soit vrai jusqu'a p et montrons le pour p + 1. Dans ce cas, comme 
E°^t{T{M)'^f'+^^) = T(^s){M)i''_^t^\ on voit que El^{^^P+^'>) est un isomorphisme pour tout t, des 
que s < —1. 

On va a nouveau utiliser le cone de I'application i>(''+i) . Pour cela, on definit la meme filtration 
sur c6ne($(''+i)) que sur les T{MYp+^^ : 

F,(c6ne($(''+i))) = F,(I]-i^(M) © F4T{M')^p+^^). 

Cette filtration induit une suite spectrale qui verifie 

£;0 Jconel^f^+i))) = c6ne(i?° ,($^+1)). 

Par le meme argument que celui de la demonstration du lemme de comparaison des P-modules 
quasi- libres, on a la suite exacte longue 

^ El,^,{J^{M)(P+^)) El,^,{J^{M')(P+^)) ,(c6ne($(^+i))) 

^ El ,(^(M)(''+i)) ^ El ,(^(M')(^+i)) El ,_i(c6ne($(^+i))) — • • • . 

Comme Ei ^($^''+1)) est un isomorphisme, lorsque s < — 1, cette suite exacte longue montre que 
El j(c6ne($^''+i^) = pour tout t des que s < —1. Enfin, la forme de la filtration utilisee donne 
que El j(c6ne($(''+i))) = pour tout f si s > 0. La suite spectrale E* j(c6ne($(''+i^)) est done 
degeneree au rang Ei (seule la colonne s = — 1 est non nuUe). Ceci implique que 

E~ t(c6ne($(''+i))) = EI^ ,(c6ne($(''+i))). 

En appliquant le theoreme classique de converge des suites spectrales, on a que la suite spectrale 
E* j(c6ne($^''+i))) converge vers I'homologie du cone de $(^+i) qui est nulle puisque $(^+i) est 
un quasi-isomorphisme. On a done que E^^ j(c6ne($(^+i^)) = 0, pour tout t, ce qui donne, une 
fois reinjecte dans la suite exacte longue, que 

E\ j($(''+i') = i^/'+i) : m(^+i) M'^P+^K 

est un quasi-isomorphisme. D'oii le resultat escomptc. □ 

Remarque : Ce theoreme generalise aux proper ades un theoreme de B. Fresse [Fr] pour les 
operades "connexes" (c'est-a-dire des operades P telles que V{0) = V{1)). Cette hypothese tech- 
nique de connexite est la pour assurer la convergence de la suite spectrale dans la demonstration. 
Le probleme est que le resultat de B. Fresse ne s'applique pas aux algebres, alors que le theoreme 
que nous proposons ici s'applique aux algebres, aux operades et aux properades. La seule restric- 
tion vient du fait qu'il faille prendre des objets gradues par un poids, ce qu'il est le cas de tous les 
monoi'des quadratiques rencontres ici. 

On peut etendre ce theoreme au cadre des PROPs. 

Theoreme 130 (Lemme de comparaison des PROPs quasi- libres) . Soient M et M' deux dg-S- 
bim,od,ules gradues par un poids et de poids au moins 1. Soient V et V' deux PROPs quasi-libres 
de la forme V = S^(T(My) et V' = Si^{J-{M')), munis de derivations dg et dg' provenant de 
morphismes 6 : M ^ ©s>2 •^(s)(-^) ^' '■ ~^ 0s>2 •^(s)(-^') 9"^^ preservent la graduation 
totale venant de celle de M et M' . Et soit, un morphisme de dg-^-bimodules <1> : P — > "P' qui 
respecte la graduation de S0{J-') et la graduation totale. Ainsi, $ induit un morphisme $ : M = 
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Le morphisme $ est un quasi-isomorphisme si et seulem,ent si $ est un quasi-isomorphisme. 

Demonstration. Dans un sens, on se sert du fait que le foncteur S,^ est un foncteur exact. 
La demonstration de I'implication reciproque se montre de la meme maniere que dans le cas des 
proper ades. □ 

Nous utilisons ces theoremes au chapitre 7 lors des demonstrations des principaux resultats de ce 
papier. 
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Bar construction simpliciale 

On donne dans ce chapitre une autre generalisation de la bar construction des algebres associa- 
tives dans le cadre monoidal des properades differentielles. On montre le meme type de resultat 
que pour la bar construction (difFcrcnticUc) du cliapitrc 4 (acyclicitc dc la bar construction aug- 
mentee notamment). Puis, on construit explicitement un morphisme qui devrait realiser un quasi- 
isomorphisme entre la bar construction et la bar construction simpliciale. 

1. Definitions et premieres proprietes 

Dans toute categoric monoidale (A, □, /), on pout construire un coniplcxc simplicial a partir d'un 
monoi'de M en considerant les objets M°", pour tout entier n. Dans la categoric des fc-modules, on 
obticnt sur la bar construction des algcbrcs associativcs. Dans Ic cas des monadcs, on rctrouvc la 
bar construction des triples de J. Beck [B]. On applique cette construction a la categoric monoidale 
des S-bimodules differentiels. 

1.1. Bar construction simpliciale a coefficients. 

Definition (Bar construction simpliciale a coefficients). Soit V une properade differentielle. 
Soient {L, I) et {R, r) deux P-modules differentiels a droite ct a gauche. On pose 

Cn{L, P, R) = LMcPMc---McP^cR- 

n 

On definit les faces di : Cn{L, V, R) C„_i(L, V, R) par 

• Paction a droite I si i = 0, 

• la composition fj, de la i''™*^ ligne, composee d'elements de V, avec la {i + 1)**™'', 

• Taction a gauche I si i = n. 

Les degenerescences sj : C„(i, "P, R) — » Cn+i{L, V, R) sont donnees par Finsertion de I'unite r] 
de la properade : L V^^ r] P^<="-J' R. 

On munit C{L, V, R) de la differentielle dc, somme des differentielles canoniques avec la differen- 
tielle simpliciale : 

n 

dc = Sl + 6r + SR + J2i-^y^'d,- 

i=0 

Ce complexe est appele bar construction simpliciale deV a coefficients dans L et R. 

Remarque : Lorsque I'on travaille dans la categoric non differentielle des S-bimodules, cette con- 
struction est simpliciale au sens strict du terme. 

On definit un morphisme d' augmentation e : C{L, V, R) L^c-pR grace a la projection canon- 
ique 

Co{L, V, R) = LMcR^ LMcpR. 

Comme dans la cadre de la bar construction, on a ici une notion de bar construction simpliciale 
reduite. 

Definition (Bar construction simpliciale reduite). La bar construction simpliciale a coefficients 
triviaux C(J, P, I) est appelee bar construction simpliciale reduite. On la note C{V). 



CHAPITRE 6. BAR CONSTRUCTION SIMPLICIALE 



1.2. Bar construction simpliciale augmentee. 

Definition (Bar construction simpliciale augmentee). Les complexes de chaines C{I, V, V) = 
C{V) Mc V et C(P, V, I) = V C{V) sont appeles bar constructions simpliciales augmentees a 

droite et a gauche. 

Proposition 131. Pour toute properade V et tout V -module a droite L, la bar construction simpli- 
ciale C{L, V, V) est un V-module quasi-libre analytique a droite. Et, le morphisme d' augmentation 

e : C{L,V,V)^L 

est un quasi-isomorphisme de V-modules simpliciaux a droite. 

On a evidement le meme resultat a gauche pour tout P-module R. 

Demonstration. La forme de la differentielle sur C{L, V^V) = LMcCMcV montre qu'il s'agit 
bien d'un P-module quasi-libre. Le cote analytique de la construction vient du foncteur V LM^V 
qui est analytique. 

Le reste de la demonstration est le meme que dans le cas des algebres associatives unitaires (c/. 
[C]). On introduit une degenerescence supplement aire 

qui induit mic homotopic contractante. □ 

COROLLAIRE 132. Les bar constructions simpliciales augmentees a gauche et a droite sont acy- 
cliques. 

1.3. Bar construction normalisee. Comme pour tout module simplicial, on reduit note 
etude au complexe normalise, complexe de chaines quotient du complexe de depart mais ayant la 
meme homologic. 

Definition (Bar construction normalisee). La bar construction normalisee correspond au quo- 
tient de la bar construction simpliciale par les images des degenerescences. On pose 



Mn{L, V, R) = coker ( L 



( L He P^<=("-1) He R — L He P^"^" R] ■ 

Le complexe de chaines N{I, V, I), note Af (V) , est appele bar construction normalisee reduite. 

Remarque : Nous avons vu precedemment que la bar construction B{L, V, R) sc representait avec 
des graphes et que la coderivation de correspondait a la notion generalisee d'edge contraction, qui 
revient a composer les paires d'operations adjacentes. Au contraire, la bar construction simpliciale 
se represente par des graphes a niveaux et les faces di correspondent a des compositions entre 
deux niveaux d'operations. 

2. Morphisme d'echelonnement 

Le morphisme d'echelonnement est un morphisme injectif entre la bar construction et la bar 
construction simpliciale qui induit un isomorphisme en homologie. 

2.1. Definition. Soit ^ un element de S(„)(7') = J^^^-^{T,V) represente par un graphe g^ an 
sommets (c/. figure 1). 

L'element ^ vient d'un graphe gr, a r niveaux passe au quotient par la relation = (c/. chapitre 3 
section 3). Rappclons que la relation = revient a changer une operation dc niveau, au signe pres. 
Grace a cette relation d' equivalence, on peut representer ^ avec au moins un graphe a n niveaux et 
n sommets (c'est-a-dire un sommet par niveau, cf. figure 2). Posons, Qn{0 I'ensemble des graphes 
a n niveaux avec un sommet par niveau, qui redonne g^ apres passage au quotient par la relation 

Soit g un graphe de QniO- L'element ^ est entierement determine par g et par la suite des operations 

T,pi (X) ■ ■ ■ (X) "Epn q^ii indicent les sommets de g. Pour pouvoir associcr a ^ un clement de A/'('P), il 
faut desuspendre les operations de ^. Ceci fait apparaitre des signes et on pose 

5(e) = (-l)S"=i("-^)lf'l5(;.i®...®p„), 
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1^1 \l^2 



Hi 



Fig. 1 - Un exemple de g^^. 




Fig. 2 - Un exemple de 5 G 04(0- 



ou g{pi (8> • • • <Si Pn) correspond au graphe g dont les sommets sont indices par les operations 
pi, . . . , Pn- Ce signe est obtenu en faisant passer toutes les suspensions a gauche. 

Definition (Morphisme d'echelonnement) . On definit le morphisme d'echelonnement 

e : B{V)^M{V) 

par e(0 = Eg£5„({) 9{C), Pour ^ dans fi(„)(P). 

Remarque : Dans la definition de ^ on a pris garde de respecter les regies de signes dues aux 
commutations d'elements de TiV. Grace a ceci, le morphisme d'echelonnement e est bien defini. 



Comme la definition de e fait intervenir des permutations de suspensions vers la gauche, on pent 
etendre naturellement le morphisme d'echelonnement aux bar constructions a coeSicients a droite 
dans un P-module differentiel R : 

e : B{I, V, R) Af{I, V, R). 

2.2. Proprietes homologiques. Nous esperons montrer que le morphisme d'echelonnement 
est un quasi-isomorphisme de dg-S-bimodules. 

Lemme 133. Soit V une properade differentielle augmentee. Soient R un V-module differentiel d 
gauche. 
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Le morphisme d'echelonnement induit un morphisme injectif de dg-S-bimodules 

Demonstration. Notons la differentielle de B{I, V, R). Elle est composee de 4 termes : 

ds = 5-p + 5r + de + dg^ . 

Les deux premiers correspondent aiix differentielles canoniques issues de V et de R. Le morphisme 
de est la coderivation qui provient du produit partiel sur V. Quant a dg^, il vient de Faction d'un 
seul element de V sur R. 

Appelons dj<^ la differentielle sur ^"-Mnil, V, R)- Elle est aussi composee de 4 termes. Sur un 
element r' = S"r de Y,''J\fn{I, V, R), elle s'ecrit : 

n-l 

d^f{T') = (-l)"S",5p(r) + (-1)"S"(5k(t) + J^i-^T^'^^'^Mr) + (-l)"+^S"-^d„(T). 

Montrons que dj^ o e(^) = eo deiO- 

- La commutativite des differentielles canoniqiies 

{Sv + 6r) o e(C) = eo{6r+ 

vient des bons choix dans les regies de signes et du respect des suspensions. (Les calculs sont 
du meme type que ceux des chapitres precedents.) 

- La coderivation de revient a composer les operations de HV indigant les couples de sommets 
adjacents du graphe representant ^. Et, di o e correspond a composer deux etages avec au total 
deux operations de V. II faut distinguer deux cas. Posons ^ = X (g) Sp (g) (g) F. 

(1) Si les operations et Eg sont relies par au moins une branche, alors la composante de 
J2^=i{~^y^^'^i ° ^(0 faisant intervenir la composition de p avec q est de la forme 

e(-l)^'+2E"-iX' ® n{p ® g) ® Y', 

oil X' = pi (g • • • (g) y = 51 (g) • • • (g) qn-j-2 (8) Pi (8) • • • (S) Pr et 

£ = (_l)ELi("-i)|P*l + ("-J-l)bl+("-J-2)|9|+E^;f"'("-J-fe-2)|9fc|_ 

Et la composant de d0{^) faisant intervenir la composition de Ep avec Eg est de la forme 

(_l)l^l+|plX (g) E/x(p g) (g F. 
L'image par e d'un tel element donne 

£(-l)^E"-iX' ® ^i{p ® g) ® Y'. 

(2) Si les operations Ep et Eg ne sont pas reliees, alors il n'y a aucune composante de de qui 
fait intervenir une composition entre Ep et Eg. Et, la composante de X^iLo(~l)'^^'^i 

qui vient de la composition des deux etages oil se trouvent p et g est la somme de deux 

termes : 

^(-l)^E"dj+i (^eX' (g p g eg) y + e(-l)(lpl+i)(l9l+i)+lpl+l9lx' eg g (g p y) = 
^(-l^E" (eX' (g> p (g> g y + £(-l)(W+i)(l9l+i)+lpl+l9l+lpll9lx' 0p g y) = 0. 

Comme l'image de ^ par i—iy~^^di o e — eo de est une somme de termes de la forme (1) 

ou (2), on conclut de I'etude precedente la commutativite voulue. 

- Le morphisme dg^ revient a extraire une operation V par le haut et a la faire agir par la gauche 
sur R. Or, e consiste, entre autre, a ne placer qu'une seule operation V sur la dcuxicme ligne 
(celle en dessous de R) et dn la fait agir sur les elements de R. II ne rcstc plus qu'a verifier que 
les signes correspondent. Posons ^ = X Ep„ pi • • • oii X = Epi Ep„_i. Alors, la 
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composante de dgf^{^) faisant intervenir Taction de p„ sur les elements pi, . . . , pm de R est de 
la forme [—l^-^^X r(p„ ® (pi (8) • • • Pm))- Et son image par e donne 

^(_l)l^l£(_l)l^l+n-iE"-iX' r(p„ (pi • • • 
r(p„ (pi • • • p„)), 

ou £ = '^"^i{'n — i)pi. De la meme maniere, la composante de (— l)"+^d„oe(^) faisant intervenir 
Taction de p„ sur les elements pi , . . . , p„i de R vaut 

(-1)"+! ^ £l]"-iX' r(p„ (pi • • • p„)). 

Montrons maintcnant Tinjcctivitc de e. Soit ^ \m clement de B(n){V) = J^J^^^j (ST'). Par definition 
de la coproperade colibre, on salt que ^ = + ■ • ■ + ou chaque une somme finie d'elements 
de ^'^''^^j (SP) qui viennent de Tindigage des sommets d'un meme graphe g^^. On introduit un 
morphisme tt : Mn i'P) ^ ^(n) {'P) ■ ^ element r de TV',, {V) reprcscntc par un graphe a n 
niveaux, on associe I'element correspondant r' qui vient de la suspension des operations de chaque 
ligne. On introduit ici le meme signe e que celui qui definit e. L'objet 7r(T) est donne par la classe 
d'equivalence de er' pour la relation =. On a alors tt o e(^) = rii^i + • • -ri^^r ou les rii sont des 
cntiers non nuls. Ainsi, Tequation e(^) = impose ni^i + ■■■ririr = 0. Par identification des 
graplies sous-jacents, on obtient = 0, pour tout i, d'ou ^ = 0. □ 

Remarque : La suspension S" est la pour faire commuter les differentielles canoniques avec le 
morphisme e. 

COROLLAIRE 134. Dans le cas ou V et R sont des S-bimodules, c'est-d-dire de differentielle nulle 
et concentres en degre 0, le morphisme d'echelonnement 

e ; B{I, P, R) Af{I, V, R) 

est un morphisme injectif de dgS-himodules. 

Conjecture. Soit V une properade graduee par un poids. 
Le morphisme d'echelonnement 

e : B{V)^N{V) 

est un quasi- is omorphisme. 

En resume, on espere montrer que la bar construction reduite est un sous-complexe de chaines de 
la bar construction normalisee reduite qui donne la meme homologie. 

Remarque : Cctte conjecture est une generalisation aux properades d'un theoreme de B. Presse 
[Pr] pour les operades. 
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Dualite de Koszul 

A I'aide des resultats des chapitres precedents, on pent conclure I'etude de la dualite de Koszul 
des properades et des PROPs. 

Pour cola, on commence par dcfinir Ics notions dc dualc dc Koszul d'lmc propcradc (rcspcctivc- 
ment d'une coproperade) et d'un PROP (respectivement d'un coPROP). On montre ensuite que 
cette duale est une coproperade (coPROP) quadratique (respectivement une properade (PROP) 
quadratiquc) , puis on fait Ic lien avcc Ics constructions classiqucs d'algcbrc ct d'operade duales 
donnees par S. Priddy dans [Pr] et par V. Ginzburg et M. M. Kapranov dans [GK]. 
On definit la notion de properade (respectivement PROP) de Koszul et on montre que le modele 
minimal dc ccttc propcradc est donnc par la cobar construction sur la coproperade dualc. On 
introduit un petit complexe, appele complexe de Koszul, dont I'acyclicite est un critere qui permet 
de determiner si la properade (respectivement le PROP) est de Koszul ou non. Puis, on montre 
qu'im PROP V est dc Koszul si ct sculcmcnt si la propcradc associcc Uc{P) est dc Koszul. Ccttc 
derniere proposition montre que pour etudier un PROP, il suffit d'etudier la properade qui lui est 
associee. 

Enfin, on montre que Ics properades construites a partir dc deux propcradc dc Koszul ct d'une 
loi de remplacement sont de Koszul. En appliquant ce resultat, on montre que la properade de 
bigebres de Lie et celle des bigebres de Hopf infinitesimales sont de Koszul, et on donne leurs 
duales. 

1. Dual de Koszul 

Pour une properade graduee par un poids V, on definit sa duale de Koszul comme une sous- 
copropcradc de la bar construction reduite sur V. De meme pour une coproperade graduee par 
un poids C, on definit sa duale de Koszul comme une properade quotient de la cobar construction 
reduite sur C. 

Soit V une properade differentielle graduee par un poids augmentee. Cette graduation induit 
une graduation totale (p) sur la bar construction reduite B{V) = T'^iT.V). Cette derniere est 
compatible avec la decomposition en fonction du nombre de sommets (s) de la coproperade colibre 

pen 

On rappelle que la coderivation do, issue du produit partiel sur V, consiste a composer les paires 
de sommets adjacents, soit 

d,(%)(P)('^)) C (%_i)(7')('')). 

Dans le cas oii V est connexe ('p(°) = I), la bar construction a la forme suivante : 

Lemme 135. Soit V une properade differentielle graduee par un poids connexe. On a alors les 
egalites 

B(,){V)^p) = si s>p. 

Remarque : On a le meme resultat pour la cobar construction reduite sur une coproperade 
differentielle graduee par un poids connexe. 
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Definition (Duale de Koszul d'une properade) . Soit V une properade differentielle graduee par 
un poids connexe. On definit la duale de Koszul de V par le S-bimodule differentiel gradue par un 
poids 

Le lemme precedent donne la forme du complexe {B^{T')^''\ dg) : 

• • • ^ ^ %)(^)(^) ^ B^p-i){r)^'^ ^ • • • . 



Ce qui donne I'egalite 

Cette ecriture montre bien que V^p) est un S-bimodule differentiel gradue par un poids, oil la 
differentielle est induite par celle de P a savoir 5-p. 
Si la properade V est concentree en degre 0, on a 



>3^s){V)^'^ si d = s, 
sinon. 



La coproperade duale n'est pas concentree en degre (et sa differentielle n'est a priori pas nuUe) 
et verifie 

_ / ^'(p) si d = p, 



De la meme maniere, on definit la duale d'une coproperade. 

Definition (Duale dc Koszul d'une coproperade). Soit C une coproperade differentielle graduee 
par un poids connexe. On definit la duale de Koszul de C par le S-bimodule differentiel naturelle- 
ment gradue 

cv,) = i/(,)(B:(c)(''),de')- 

La cobar construction munie de la derivation ds> est un complexe de la forme suivante : 

■ • • ^ %-i)(C)(^) ^ %)(C)W ^ . 



La duale d'une coproperade verifie done I'egalite 

Ci(,) =coker(d,, : B^^_i)(C)('') - S^^)(C)W). 

Le module C'(p) est done un S-bimodule differentiel gradue par un poids, oil la differentielle est 

induite par cello dc C a savoir 5c ■ 

Proposition 136. Soit V une properade differentielle graduee par un poids connexe. La duale de 
Koszul de V, notee V' , est une sous- coproperade differentielle graduee par un poids de !F'^{Y/P^^^). 

Soit C une coproperade differentielle graduee par un poids connexe. La duale de Koszul de C, C' , 
est une properade differentielle graduee par un poids quotient de J^{T,~^C''^^). 

Demonstration. Pour toute properade V differentielle graduee par un poids connexe, comme 
P'(p) = ker(de : S(p)('P)^'') B(p_i)('P)(''^), on a immediatemment que V'^p) est un sous-dg-S- 

bimodulc naturcllcmcnt gradue de ^F^^-^ (S'P^-'^)). II reste a montrer que V est stable par le coproduit 
A de Soit ^ un element de P\p^, c'est-a-dire £, € J^[^^(S7'(i)) et dei^) = 0. Posons 
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ou la somme porte sur une famille S de graphes a deiix etages, avec G ^^^^. ^(SP^^^). Le fait 
que d$ soit une coderivation signifie que de o A{^) = A o d${^). On a done que 

S fe=l 

+ J2 • • • ' ^aj ^ (^?, • • • , ^^^(4') • • • , d)) = 0, 

OU Ics dfll^i) appartiennent a JT^'^^ © "P*^^))) avec un seul sommet indice par Y,V^^\ Par 

identification, on a done, pour tout i, j, que dg{^f) = 0. 

Do la memo manicrc, on voit que, pour toutc copropcradc difforcnticllc graducc par un poids 
connexe C, sa duale de Koszul C' est un quotient de J^(S~^C'^'). II reste done a montrer que le 
produit sur J^{'E~^C^^^) passe a ce quotient. Pour cela, on considere le produit 

^i{{cl, de>{c), clja{cl, c^J), 

oil les c- appartiennent a .F(s,^.)(S~^C(^^) et c a .F(s)(S~^(C(^^ ©C^^^)) avec un seul sommet indice 
par C^^K Commc Ics sont des elements de .F(s.^.)(S~-^C^^^), on a dg'{cl) = 0. Et, le fait que d$' 
soit une derivation donne ici que 

m((c1, dg,{c), 4jcr(cJ, clj) =de'(A*((c}, c, clj a {cj, c^J)). 

Ainsi, n{{c\, . . . , d0'{c), . . . , J cr (cf , . . . , c^^)) est nuUe dans le conoyau de dg' , d'oii le resultat. 

□ 

On definit les memes objets dans le cadre des PROPs. 

Definition (Dual de Koszul d'un PROP). Soit V un PROP differentiel augmente gradue par un 
poids et connexe. Son dual de Koszul est donnc par Ic S-bimodule differentiel gradue par un poids 

K)=^(p) {UV)^'\de). 
On a aussi une notion de dualite pour un coPROP. 

Definition (Dual de Koszul d'un coPROP). Soit C un coPROP differentiel gradue par un poids 
et connexe. Son dual de Koszul est donne par le §-bimodule differentiel gradue par un poids 

C\,)=H^,){Bl{C)^''\de,). 

On peut relier les notions de dualite au niveau des PROPs et coPROPs avec celles des properades 
et coproperades. 

Proposition 137. Soit V un PROP differentiel augm,ente gradue par un poids et connexe. On 
rappelle que UciV) represente la properade associee aV.Le dual V' de V est isomorphe en tant 
que coPROP differentiel gradue par un poids a S^{Uc{P)') et il s'agit d'un sous-coPROP de 
5»(.F^(Ep(i))). 

Demonstration. Tout repose sur I'isomorphismc dc coPROPs differentiels gradues par un poids 

□ 

Proposition 138. Soit C un coPROP differentiel augmente gradue par un poids et connexe. 
On rappelle que Uc(C) represente la coproperade associee a C. Le dual C' de C est isomorphe en 
tant que PROP differentiel gradue par un poids d S^{Uc{C)') et il s'agit d'un PROP quotient de 
5^(^(S-iC(i))). 

Demonstration. La demonstration repose encore sur I'isomorphisme de PROPs differentiels 
gradues par un poids 

B%C) = S^{B%Uc{C))). 

□ 
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2. Properade quadratique 

Nous montrons ici que le construction duale est une construction quadratique. 

Nous avons vu au chapitre 2 qu'une properade quadratique etait une properade de la forme 
J^{V)/{R) oil R appartenait a J^(2){V)- Ainsi, I'ideal {R) est homogene pour la graduation de 
J^{V) en fonction du nombrc de sommets. Une properade quadratique est done graduee par un 
poids (c/. chapitre 2 section 3). 

Reciproquement, toute properade quadratique est entierement determinee par sa graduation V = 
®peN ^(p) ' dg-S-bimodule ■P(i) et le dg-S-bimodule 7^(2) car on retrouve R via la formule R = 

ker(.f(2)(P(i))^7'(2)). 

Lemme 139. Soit C une coproperade dijferentielle graduee par un poids connexe. Alors C' est une 
properade quadratique determinee par les relations 

C'(i) = E-^C^^) et C'(2) = coker (6»' : E'^C^^) ^ J^^2){^-'^C^'^'^)). 

Demonstration. Posons R = kei{J^(^2){Cli)) C''i^2)) = ™(^s-ic<2))- P^"" definition, C^^^ est le 
quotient de .?^(p)(S~^C^^^) par I'image de dg' sur B'^^_^^{C^''^). Or, cette image correspond aux 
graphes a p sommets dont au moins un couple de sommets adjacents est I'image d'un clement de 
j2-iq(2) y-g^ 0/_ Qgi^j correspond bien a la partie de degre p de I'ideal libre engendre par R. II en 
resulte C> = J^{Y,-^C^'^^)/{R). □ 

CoROLLAiRE 140. SoitC un coPROP differentiel graduepar un poids et connexe. Alors son PROP 
dual C' est un PROP quadratique determine par les memes relations que precedemment. 

Demonstration. De la proposition 138, on a C' = 5®(t/c(C)'). Par le lemmc precedent, on sait 
que Uc(Cy est une properade quadratique. Et, la proposition 57 permet de conclure que S0{Uc{C^)) 
est un PROP quadratique. □ 

3. Properades et resolution de Koszul 

On donne ici les definitions de properade et de coproperade de Koszul (respectivement de PROP 
et de coPROP de Koszul). Lorsqu'une properade V, de differentielle nuUe, est de Koszul, alors 
P est quadratique, sa duale est encore de Koszul et sa biduale est isomorphe a V. En outre, on 
montre qu'une properade V est de Koszul si et seulement si la cobar construction reduite sur la 
duale V' est une resolution de V. 

3.1. Definitions. 

Definition (Properade de Koszul). Soit V une properade diff'erentielle graduee par un poids 
connexe. On dit que V est une properade de Koszul si I'inclusion P' ^ B{V) est un quasi- 
isomorphisme. 

De la meme maniere, on a la definition de coproperade de Koszul. 

Definition (Coproperade de Koszul). Soit C une coproperade differentielle graduee par un poids 
connexe. On dit que C est une coproperade de Koszul si la projection B'^{C) C' est un quasi- 

isomorphismc. 

Proposition 141. Si V est une properade graduee par un poids connexe de Koszul, alors sa duale 
V' est une coproperade de Koszul et V" = V. 

Demonstration. La properade V est concentree en degre {S-p = et Po ='P)- Dans ce cas, 
■p^^j est un §-bimodule homogene de degre homologique p et les elements de degre homologique 

nul de S'^ (7-* ')'•''■' correspondent aux elements de B'^p^{V^)'^P\ Ceci montre que 

H,{Bl^{V-^)^P^)^Hp{Bl{V-^)^P\ de.)=V\y 

La properade V est de Koszul, c'est-a-dire que I'inclusion ^ B{V) est un quasi-isomorphisme. 
En utilisant le lemme de comparaison des properades quasi-libres (theoreme 129), on montre que 



100 



3. PROPERADES ET RESOLUTION DE KOSZUL 



le morphisme induit S'^('P') B'^{B{'P)) est lui aussi un quasi- isomorphisme. (On travaille dans 

le cadre dcs S-bimodulcs graducs par un poids conncxcs ct toutcs Ics hypotheses du thcorcmc 
sont verifiees). Comme la construction bar-cobar est une resolution de V (theoreme 125), la cobar 
construction B^('P') est quasi-isomorphe a V. Et comme le S-bimodule V est homogene de degre 
0, on a 

pip) si * = 0, 



sinon. 



Ces deux resultats sur I'homologie de B^{V'') mis bout a bout montrent que V' est de Koszul et 
que T'i' = "P. □ 

CoROLLAiRE 142. Soit V une properade graduee par un poids connexe. Si V est de Koszul alors 

V est necessairement quadratique. 

Demonstration. Si P est de Koszul, par la proposition precedente, on sait que P = "P''. Et le 
lemme 139 montre que 'P'' est quadratique. □ 

On pent donner les memes defintions dans le cas des PROPs. 

Definition (PROP de Koszul). Soit V un PROP differentiel gradue par un poids et connexe. 
On dit que V est un PROP de Koszul si I'inclusion P' ^ B{V) est un quasi-isomorphisme. 

Definition (CoPROP de Koszul). Soit C un coPROP differentiel gradue par un poids et connexe. 
On dit que C est un coPROP de Koszul si la projection B'^{C) -» C' est un quasi-isomorphisme. 

Proposition 143. Soit V un PROP differentiel augm,ente gradue par un poids et connexe. Le 
PROP V est de Kosuzl si et seulement si la properade UdV) est de Koszul. 

D emonstration . 

(=>) Si V est un PROP de Koszul, cela signifie que le morphisme P' — > S(P) est un quasi- 
isomorphisme. La proposition 137 montre que P' = S(^{Uc{Vy) et la proposition 103 donne I'iso- 
morphisme B{P) = Sr^{B{Uc{V)). De ces propositions, on tire que le morphisme S',^(C/c(P)') — > 
S^{B{Uc{T')y) est un quasi-isomorphisme. En outre, nous avons vu que la diffcrentiellc sur la bar 
construction respectait les graphes connexes et que ce morphisme correspondait a I'image du mor- 
phisme UcCPy B{Uc{V) via le foncteur S^. Cela donne que ce quasi-morphisme se decompose 
en une somme directe de quasi-isomorphismes {S^)(^n){Uc{'P)') (5|gi)(„)(B(C/c(P)))- En partic- 
ulier, on a pour n = 1 que UdV)' — > B{Uc{P)) est un quasi-isomorphisme, c'est-a-dire que UciV) 
est une properade de Koszul. 

(<^=) Reciproquement, si UciV) est une properade de Koszul, comme le foncteur S,^ est un foncteur 
exacte, on a que V est un PROP de Koszul. □ 

On a le meme resultat au niveau des coPROPs et des coproperades. 

3.2. Resolution de Koszul et modele minimal. Comme nous I'avons vu precedemment, 
I'inclusion P*' ^ ^(V) induit un morphisme B'^{V') B'^{B{V)). Et en composant ce morphisme 
avec le morphisme C, : B^{B{V)) ^ P de la resolution bar-cobar (c/. theoreme 125), on obtient 
un morphisme de properades differentielles graduees par un poids de la forme 

B=(P') ^ V. 

Theoreme 144 (Resolution de Koszul). Soit V une properade differentielle graduee par un poids et 
connexe. La properade V est de Koszul si et seulement si le morphisme de properades differentielles 
graduees par un poids B'^iV') V est un quasi-isomorphisme. 

Demonstration. Nous sommes dans le cadre gradue par un poids, et toutes les properades en 
jeu sont connexes. On pent done appliquer le lemme de comparaison des properades quasi-libres. 

(=^) Si V est de Koszul, cela signifie que P' ^ B{V) est un quasi-isomorphisme. Done B'^{V'^) 
B'^{B{V)) est aussi un quasi-isomorphisme. II en va de meme pour B'^{V'') V, grace a la resolution 
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bar-cobar (theoreme 125). 

(<^=) Reciproquement, supposons que le morphisme B^{P^) V soit un quasi-isomorphisme. 
Comme la construction bar-cobar est un quasi-isomorphisme, le morphisme S'^(P') — > B'^{B{V)) 
est aussi un quasi-isomorphime. Et, on conclut en utilisant le lemme de comparaison des properades 

quasi-librcs. □ 

En reconduisant les memes arguments dans le cas des PROPs, on montre le theoreme analogue. 

Theoreme 145 (Resolution de Koszul d'un PROP). Soit V un PROP differentiel gradue par un 
poids et connexe. Le PROP V est de Koszul si et seulement si le morphisme de PROPs differentiels 

gradues par un poids B'^{V) V est un quasi-isom,orphisme. 

Demonstration. La demonstration est exactement la meme. On utilise la resolution bar-cobar 
donnee dans le cadre des PROPs par la proposition 128 et le lemme de comparaison des PROPs 
quasi- libres. □ 

Ces theoremes legitiment la definition suivante : 

Definition (Resolution de Koszul). Lorsque V est de Koszul (properade ou PROP), la resolution 
B^{P') V est appellee resolution de Koszul. 

CoROLLAiRE 146. Lorsque V est une properade ou un PROP de Koszul de differentielle nulle, 
alors B'^iV') est le modele minimal de V. 

Demonstration. Nous sommos on presence d'unc resolution quasi-librc B'^{'P') = T''{'S~^V') 
V dont la differentielle de' est quadratique puisque, par definition de la derivation do', on a 
de.(S-ip') c.F(2)(S-ip'). □ 

Definition (P-gebre a homotopie pres). Lorsque V est une properade ou un PROP de Koszul, 
on appelle V-gebre a homotopie pres toute gebre sur B'^('P'). On parle aussi de Voo-gebre. 

Cette notion generalise celle d'algebre a homotopie pres (sur une operade). 

4. Complexe de Koszul 

11 est equivalent et aussi difficile de montrcr qu'unc properade (ou qu'un PROP) V est de Koszul 
(■P' — > B{V) quasi-isomorphisme), a partir de la definition, que de montrer que la cobar construc- 
tion sur est une resolution de P {B'^{'P'' — > V quasi-isomorphisme). On introduit done un petit 
complexe dont I'acyclicite est un critere pour determiner si V est de Koszul et done pour avoir le 

modele minimal sur V. 

4.1. Complexe de Koszul a coefficients. De la meme maniere que Ton avait defini la bar 
construction a coefficients (c/. chapitre 4 section 2.2) et la bar construction simpliciale a coefficients 
{of. chapitre 6 section 1), on pent definir le complexe de Koszul a coefficients. 

Definition (Complexe de Koszul a coefficients). Soit V une properade differentielle graduce par 
un poids connexe et soient L et R deux modules (a droite et a gauche) sur V. On appelle complexe 
de Koszul a, coefficients dans les modules L et R, le complexe defini sur le S-bimodule L lElc V' Klc R 
par la differentielle d, somme des trois termes suivants : 

(1) la differentielle canonique S-p induite par celle de V, 

(2) le morphisme homogene de degre —1 qui vient de la structure de 'P-comodule a 

gauche de P' : 

1 1 

(3) le morphisme homogene rfg^ de degre —1 qui vient de la structure de T'-comodule a droite 
de -pi : 

1 1 
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On le note /C(i, V, R). 

Tout comme s'injecte dans la bar construction B{V), le complexe de Koszul a coefficients est 
un sous-complexe de la bar construction a coefficients. 

Proposition 147. Soit V une properade dijferentielle graduee par un poids connexe et soient L et 
R deux modules (a droite et d gauche) surV. Le 'B-bimodule differentiel IC{L, V, R) = L^c'P'^cR 
est un sous-complexe de la bar construction d coefficients B{L, V, R) = L Kl^ B{V)c Kl R. 

Demonstration. Tout repose sur le fait que la differentielle de la bar construction est definie a 
partir du coproduit A sur B{V) = ^f^CEV) et que la differentielle du complexe de Koszul est aussi 
definie a partir du coproduit sur VK Comme P' est une sous-coproperade differentielle de B{P) 
les differentielles correspondent. □ 

L'inclusion V ^ B{P) induit un morphisme de dg-S-bimodules 

LMV'^^R^B{L, V, R). 

De la meme maniere, on definit le complexe de Koszul a coefficients pour un PROP. 

Definition (Complexe de Koszul a coefficients d'un PROP). Soit V un PROP differentiel gradue 

par un poids connexe et soient L et R deux modules (a droite ct a gauche) sur V. On appcUc 
complexe de Koszul a coefficients dans les modules L et R, le complexe defini sur le S-bimodule 
^ R par la differentielle d somme des trois memes termes que dans le cas des properades. 

Proposition 148. Le complexe de Koszul d coefficents 1C{L, V , R) = LMV ^ R sur un PROP 
V est un sous-complexe de la bar construction a coefficients B{L, V, R) = LM B{V) Kl R. 

4.2. Complexe de Koszul et modele minimal. Tout comme nous avions ctudie une bar 
construction particuliere, la bar construction augmentee B{I, V, V) = B{V) Kl P et la bar con- 
struction normalisee augmentee M{L, V, V) = J\f{V) Kl V, on considere ici le complexe equivalent 
au niveau des complexes de Koszul. 

Definition (Complexe do Koszul). On appelle complexe de Koszul le complexe IC{I, V, V) = 
7" He V (et V'MV dans le cas des PROPs). 

La differentielle de ce complexe est definie par le morphisme dg^ precedent plus eventucUcmcnt 
la differentielle canonique 6-p induite par celle de V. Remarquons que le morphisme dg^ revient 
a extraire une operation u e V]^-^ de par le haut, a identifier cette operation u comme une 
operation dc V(i) (puisque P^^j = 'P(i)) ct finalement a la composer dans V. Ce qui se resume par 
les diagrammes donnes par J.-L. Loday dans [LI]. 

Le principal theoreme de cette these est le critere suivant. 

Theoreme 149 (Critere de Koszul). Soit V une properade differentielle graduee par un poids et 

connexe. Les propositions suivantes sont equivalentes 

(1) V est de Koszul (l'inclusion V' ^ B{V) est un quasi-isomorphisme) 

(2) Le complexe de Koszul V' V est acyclique. 
(2') Le complexe de Koszul V V' est acyclique. 

(3) Le morphisme de properades differentielles graduees par un poids 
B'^{V') V est un quasi-isomorphisme. 

Demonstration. Nous avons deja vu I'equivalence (1) <;=^ (3) (c/. theoreme 144). 
Par le lemme de comparaison des modules quasi-libre (a droite), I'assertion (1) est equivalente 
au fait que le morphisme Klg 'P — » B{P) Klg V soit un quasi-isomorphisme. L'acyclicite de la bar 
construction augmentee (c/. theoreme 108) permet de voir que la properade V est de Koszul (1) 
si et seulement si le complexe de Koszul Klg V est acyclique (2). 

On procede de la meme maniere, avec le lemme de comparaison des P-modules quasi-libres a 
gauche, pour montrer I'equivalence (1) <;=^ (2'). □ 
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Theoreme 150 (Critere de Koszul pour les PROPs). Soit V un PROP differentiel gradue par un 
poids et connexe. Les propositions suivantes sont equivalentes 

(1) V est de Koszul (I'inclusion V' ^ B{V) est un quasi-isomorphisme) 

(2) Le complexe de Koszul T" V est acyclique. 
(2') Le complexe de Koszul V Kl V est acyclique. 

(3) Le m,orphisme de PROPs differentiels gradues par un poids 
B^{V') V est un quasi-isomorphisme. 

Demonstration. La demonstration est exactement la meme. On utilise ici I'acyclicite de la bar 
construction augmentee sur un PROP et les versions PROPiques des lemmes de comparaison. □ 

Proposition 151. On a un isomorphisme de §-bimodules differentiels gradues par un poids 

V mv = S^{Uc{Py T). 

Ccttc proposition ainsi que Ic proposition 143 justificnt que lorsqiie Ton vent montrer que la cobar 
construction sur le coPROP dual fournit le modele minimal d'un PROP V, il suffit de prouver 
I'acyclicite du complexe de Koszul associe a la properade definie par V, a savoir "P' McV. La notion 
de properade fournit Ic bon cadre d'ctude pour la dualitc de Kosuzl des PROPs. Toute la thcorie 
developpee ici montre que I'information essentielle d'un PROP quadratique a relations connexes 
est presente dans la properade associee et que c'est plutot sur elle qu'il faut travailler en pratique. 

Conjecture. Soit V une properade de Koszul, la composition suivante est un quasi-isomorphisme 

V B{V) N{V). 

Lorsqu'une properade V est de Koszul, ce coroUaire devrait permettre de calculer I'homologie 
de sa bar construction normalisee reduite. Elle doit correspondre a la duale de Koszul P'. Cette 
propriete a permis a B. Fresse [Pr] de montrer que I'homologie du poset des partitions etait donnee 
par I'operade Cie en interpretant les modules simpliciaux engendres par le poset des partitions 
comme la bar construction normalisee reduite de I'operade Com. En utilisant cette methode, nous 
avons calcule , dans [V], I'homologie d'autres types de posets en les reliant aux operades ^.s, Verm 
et T>ias. Ainsi ces homologies sont donnees par les operades duales, a savoir As, Vrelie et Vend. 

4.3. Lien avec les theories classiques (algebres et operades). La notion de duale de 

Kozsul, telle que nous I'avons definie ici, est en fait une copropcradc ou un coPROP (c/. 1), alors 
que la duale de Koszul d'une algebre est une algebre et que la duale de Koszul d'une operade est 
une operade (c/. [Pr] et [GK]). Pour retrouver ces constructions classiques, il sufBt de considerer 
la duale lineaire, duale de Czech, de V'K 

Definition (Dual de Czech d'un §-bimodule). Soit V un S-bimodule, on definit le dual de Czech 
par le §-bimodule = 0p, „ ^^(^p) (m, n), ou 

"^(p)!™. 'n) = sgnsm ®fe 'P(p){m^ n)* (8)fe sgns^. 

Le dual de Czech revient a considerer le dual lineaire tordu par les representations signatures. 

Lemme 152. Soit (C, A, e) une coproperade (repectivement un coPROP) graduee par un poids 
telle que les modules C^p^{m, n) soient de dimension finie sur k, pour tout rn, n et p. Alors, le S- 
himodule est naturellement muni d'un structure de properade (respectivement PROP) graduee 
par un poids. 

Demonstration. La comultiplication A se decompose avec le poids en A = 0^gj^A(p). Pour 
definir la multiplication /z sur , on dualise lineairement chaque 



A(p)(m, n) : C(p)(m, n) -> (C Kl^ C)(p) (to, n). 
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Plus precisement, on a : 
{V M,V)^p){m, n) 





/ \ V son 



(g) Cl^^{\Out{v)\, \In{v)\) 



If sommet de £ 
pu=P 







C^,^){\Out{u)\, \In{u)\) 



' sommet de g 




en utilisant I'hypothese sur la dimension des C(^^j(m, n) et en identifiant invariants et coinvariants 
(nous travaillons sur un corps de caracteristique nuUe). On definit alors ^(^^ par la composition : 



(m,n) = 

( ( 

- 



{\Out(y)\, \In{v)\) 



/ sommet de g 
E Pu=P 



C(,,)(|0«tM|, \In(y)\) 



E Pf =p 




= (CK,C)y,(m,n)^ 



' Cfp)(rn, n) = P(p)(m, n). 

La coassociativite de la comultiplication A induit I'associativitc dc la mutliplication [i. Et la 

counite de C e : C I donne, par passage au dual, I'unite de "P : e : I ^ P. 

Dans le cas PROPique, on dualise, de la meme maniere, la deconcateantion horizontale. □ 

Proposition 153. Soit V une properade (respectivement un PROP) graduee par un poids (par 

exemple quadratique) . Posons V = 'P^^\ le E>-himodule engendre par les elements de poids 1 de P. 
S'il existe deux entiers M et N tels que V{m, n) = lorsque m > M ou n > N et si les modules 
V{m, n) sont tous de dimension finie sur k, alors la cobar construction B'^iV) sur V et la duale 
de Koszul V verifient les hypotheses du lemme precedent. 

Demonstration. Commc P' est unc sous-copropcradc (sous-coPROP) dc la cobar construction 
B'^{P) sur P, il suiiit de dcmontrcr que les modules B'^{P)(^p-j{m, n) sont de dimension finie sur k. 
Nous avons vu que B'^(P)(^p){m, n) — T'^^-^{V){m, n). Dans le cas ou V verifient les hypotheses 
de la proposition, ce dernier module est donne par une somme sur I'ensemble des graphes a p 
sommets et tels que chaque sommet possede au plus A'' entrees et M sorties. Get ensemble etant 
fini et les modules V{m,, n) etant de dimension finie, on a le resultat escompte. □ 

COROLLAIRE 154. PouT toutc properade (respectivement tout PROP) quadratique engendree par 
un S-bimodule V dont la somme des dimensions ^ dim^ V{m, n) est finie, le dual de Czech 
P'^ de la duale de Koszul de P est muni d'une strucutre naturelle de properade (respectivement 
de PROP). 

De plus, si P est de la forme J^{V)/{R), alors la properade P'^ est quadratique et de la forme 
pi^ = ^(Sy)/(E2E-L). On note cette properade (ou le PROP associe) P'. 

On pent rcmarquer que la properade (ou le PROP) P' est entierement determinee par P^^^ = J^V 

et ^^2) = ^^-R- 

Rappelons que dans le cas d'une algebre quadratique A = T{V)/{R), S. Priddy definit I'algebre 
duale A- par T{V*)/{R-^), lorsque V est de dimension finie sur k. De meme, V. Ginzburg et 
M. M. Kapranov construisent la duale d'une operade quadratique P = J^{V)/{R) en posant 
P' = T{V^)/{R-^), encore une fois lorsque V est de dimension finie. 

Dans le cas de la dimension finie, les definitions conceptuellcs des objets duaux donnees ici coinci- 
dent avec les definitions classiques, a suspension pres (c/. [BGS] et [Pr]). En particulier, la duale 
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d'une algebre A^^^ est isomorphe a S"^'^ et la duale d'une operade est isomorphe a S"'P'„. 

Les complexes de Koszul et les resolutions venant de la cobar construction introduits ici corre- 
spondent, dans le cas des algebres, a ceux donnes dans [Pr] et, dans le cas des operades, a ceux 
dc [GK]. 

Comme nous n'avons aucune hypothese sur les dimensions de modules en jeu, les notions intro- 
duites ici sont plus generales. 

5. Exemples 

La derniere difSculte est de pouvoir montrer que le complexe de Koszul d'une properade (un 
PROP) est acycliquc dans des cas concrets, comme celui des bigebres de Lie et cclui des bigcbres 
de Hopf infinitesimales par exemple. Pour cela, nous demontrons une proposition affirmant que 
les properades construites suivant un schema particulier sont de Koszul. Cette section est une 
generalisation aux properades des methodes de T. Fox, M. Markl [FM] et W. L. Gan [G]. 

5.1. Loi de remplacement. Soit V une properade quadratique de le forme 

V = :F(V, W)/{R ®D®S), 

ouRcT(2){V),ScT(^2)iW) et 

D(i{i(BWj Kie (^e^)0(/e^) {I®WJ. 

1111 
Les deux couples de S-bimodules (y, R) et {W, S) induisent des properades que Ton note A = 
J'{V)/{R) et B = r{W)/{S). 

Definition (Loi de remplacement). Soit A un morphisme de S-bimodules 

A : {I®WJM^{I®^)^{I®^)m^{I®WJ. 
1111 
Lorsque le S-bimodule D est defini comme I'image de 

{id, - A) : (J © WJ {I ® ^) ^{I® WJ (/ ® ^) ® ^) (/ ® WJ, 
111111 
on dit que A est une loi de remplacement et on note D par D\. 

Les examples que nous traitons ici sont tous de cette forme. lis proviennent meme d'un "melange" 
(c/. [FM]) dc deux operades. 

Definition (S-bimodule oppose). A partir d'un S-bimodule V, on definit un S-bimodule oppose 
VP par 

V°P{m, n) = P(n, m). 

Prendre I'opposc d'un S-bimodulc rcvicnt a inverser k; sens dc parcours du S-bimodule. Soient V 
et Q deux S-bimodules, on retrouve cette remarquc au niveau du produit V Kl^ Q, car on a 

Lorsque le S-bimodule V est muni d'une structure de properade (ou de PROP), le S-bimodule 
oppose est lui aussi muni d'une structure de properade (ou de PROP). 

Les properades donnees en exemple ici (bigebres de Lie, bigebres de Hopf infinitesimales) sont 

engcndrccs uniqucmcnt par des operations (n entrees et une sortie) et des cooperations (une 
entree et m sorties) . On pent les ecrire sous la forme T{V ® W) /{R® Dx ®S), ohV represente les 
operations generatrices (V^(m, n) = si m > 1) et ou W represente les cooperations generatrices 
(W{m, n) = si n > 1). La properade A = T{V)/{R) est alors une operade et la properade 
B°P = TiW°P)/ [S°P) est aussi une operade. Dans ce cas particulier, les lois de remplacement sont 
de la forme 

A : W ®kV ^ {I ®^)mo{I ®WJ- 
1 1 
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Pour la properade associee aiix bigebres de Lie (c/. chapitre 2 section 4.3), on a ^4 = B°p = Cie et 
la loi de remplacement A est donnee par 

1 2 1 2 2 1 1 2 2 1 

A : 

12 12 12 12 12 
Dans le cas des bigebres de Hopf infinitesimiales (c/. chapitre 2 section 4.3), les operades A et -B°^ 
correspondent a I'operade As des algebres associatives et la loi de remplacement vient de 



A 

Ces deux lois de remplacement permettent de permuter verticalement operations et cooperations. 

Definition (Loi de remplacement compatible). On dit qu'uno loi do remplacement A est com- 
patible avec les realtions et 5 si les deux morphismes suivants sont injectifs 

(1) (2) 

(2) (1) 

Lemme 155. Toute properade de la forme V = TiV, W)/{R © Dx © S) definie par une loi de 
remplacement A compatible verifie I'isomorphisme de S-bimodules 

Demonstration. L'hypothese de compatibilite de la loi de remplacement A permet de montrer 
que le morphisme AMc B —>■ P est injectif (c/. [FM]). 

Ensuite, on montre que ce morphisme est surjectif. Pour cela, a tout element de V, on choisit un 
representant dans J-{V © W). Ce dernier s'ecrit comme un somme finie de graphes indices par 
des operations de V et des cooperations de W. Pour chacun des graphes, on fixe arbitrairement 
un sommet par niveau (c/. chapitre 6) et on permute operations et cooperations pour placer 
rensemblc des cooperations au dessus de celui des operations. L'clement ainsi obtenu appartient 
a TiV) ^{W) et, une fois projectc dans A B, il fournit rantccedcnt voulu. □ 

Dans les deux exemples precedents ce lemme montre que Ton pent ecrire tout element de V comme 
somme d'elements de A Klc B, c'est-a-dire en mettant toutes les cooperations en haut et toutes les 
operations en bas. Au niveau des bigebres de Lie, ce resultat etait deja present dans [EE] (section 
6.4). 

5.2. Duale de Koszul d'une properade donnee par une loi de remplacement. 

Proposition 156. Soit V une properade de la forme V = T{y, W)I{R ®D\®S) definie par 
une loi de remplacement A compatible avec les relations R et S et telle que la somme totale des 
dimensions de V et W sur k, J2m n dimfe(y © W){m, n). 
La properade duale est alors donnee par 

V- = J^iT.W" © ST/^)/(5]2S'-L © Y?Dtx © T?R^), 

c'est-a-dire par la loi de remplacement *A. Et la coproperade duale verifie I'isomorphisme de S- 
bimodules 

V 9^ B' A'. 

Demonstration. L'hypothese sur la dimension des §-bimodules generateurs V etW Ae P, im- 
plique que la dimension de .?'(p)(Sy^ © T,W^){m, n) est finie, pour tous les entiers p, m et n. On 
en conclut que les dimensions de P^^^{m, n) et de ■p^pj(m, n) sont aussi finies, d'oii P'^ = P'K 

On ccrit R^ I'orthogonal de R dans J^(2) {V^), I'orthogonal de S dans T(2) {W^) ct I'orthog- 
onal de Dx dans (/ © W^) {I © V^) 0(J © V^) {I © W^). Alors, la properade duale P- 
1111 

est donnee par 

P- = J^(SF'' © ^W'')/iY,^R-^ © T,^Dj: © Y.^S^). 
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II sufRt maintenant de remarquer que le S-bimodule D-^ correspond a Fimage du morphisme 



c'est-a-dire que = -Du- 

En appliquant Ic Icmmc precedent a la properade , on obtient que V' = B' Klc A^' puis = 
i?' Mr en dualisant lineairement. □ 



Les deux exemples donnes par les properades des bigebres de Lie et des bigebres de Hopf in- 
finitesimales verifient les hypotheses de cette proposition. EUes sont toutes les deux engendrees 

par un nombre fini de gencrateurs. Comme dans les deux cas, aucun element de la forme 

n'apparait dans les relations, on les retrouve parmi les relations de la properade duale (au sens de 
Koszul). 

COROLLAIRE 157. 

(1) La properade duale de Koszul Bide' de celle des bigebres de Lie est donnee par 



Bide- =J^{V)/{R), 



oil V 
tative, et 



\/ © c'est-a-dire une operation commutative et une cooperation cocommu- 

' 1 2 



R 



n 2 3 12 3\ 



./e[§3 



a 2 3 1 2 ay 

12 12 12 21 12 12 1221 



1212 1212 12 1212 12 



Elle correspond a la dioperade des algebres de Frobenius commutatives unitaires. Au 
niveau des S-bimodules, on a 

BiCie'{m, n) = k. 



(2) La properade duale de Koszul eBv de celle des bigebres de Hopf infinitesimales est donnee 
par 

eBi- =T{V)/{R), 
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oil V ■■ 



:YeA 



et 



R = < 





Au niveau des S-bimodules, on a 

eBi {m, n) = k[Sjn] 8fc k[S„]. 

5.3. Complexe de Koszul d'une properade donnee par une loi de remplacement. 

Proposition 158. SoitV une properade de la forme V = J^{V, W)/{R®Dx®S) definie par une 
loi de remplacement X, telle que la somme totale des dimensions deV etW sur k, „ 6imk{V (B 
W){m, n), soit finie. On definit les deux properades A et B par A = T{y)/{R) et B = J^(W)/{S). 
On suppose que W est un S-bimodule de degre homologique nul. 
Si A et B sont des properades de Koszul, alors V est aussi une properade de Koszul. 

Demonstration. En appliquant le lemme 155 et la proposition 156, on montre que le complexe 
de Koszul de P est de la forme 



-pi 



B. 



{B' Mc A) (A B) = B' He [A A) 

On introduit la filtration suivante du complexe de Koszul : Fn{T" V) correspond au sous-S- 
bimodule de B'^Mc{A^McA)McB engendre par les graphes a 4 niveaux presentant au plus n sommets 
sur Ic quatricmc niveau, c'cst-a-dirc cclui indicc par des elements de i?'. Cette filtration est stable 
par la differentielle du complexe de Koszul, elle induit done une suite speetrale notee E*^^. Le 
premier terme de cette suite speetrale E'p ^ est compose des elements de B' Klc {A^ A) B de 
degre homologique p + g et qui sccrivent avcc exactcmcnt p elements de BK Et la differentielle do 
correspond a la differentielle de Koszul de la properade A. Comme A est une properade de Koszul, 
on a ^= B'^McB et di est la differentielle du complexe de Koszul de la properade B. Comme 
celle-ci est acyclique, la suite speetrale est degeneree en E'^. Plus precisement, on a 

/ si p = et = 0, 
sinon. 



La filtration est exhaustive et bornee infericurcnicnt, on pcut appliquer a E^ ^ le theoreme classique 
de convergence des suites spectrales (c/. [W] 5.5.1). On obtient que la suite speetrale converge vers 
I'homologie du complexe de Koszul de V. Ce complexe est done acyclique et V est une properade 
de Koszul. □ 

COROLLAIRE 159. Les properades des bigebres de Lie Bide et des bigebres de Hopf infinitesimales 
eBi sont de Koszul. 

Demonstration. Dans le cas BiCie, la properade A est I'operade de Koszul des algebres de Lie 

Cie et la properade B est I'opposcc de Cie, B = Cie°P, qui est aussi de Koszul. 

Dans le cas eBi, la properade A est I'operade de Koszul des algebres assoeiatives As et la properade 

B est I'opposee de As, B = As"^, qui est aussi de Koszul. □ 

APPLICATION : La cobar construction sur la coproperade BiCie' est une resolution de la properade 
Bide. Si on interprete cela en termes de cohomologie des graphes, on retrouve les resultats de 
M. Markl et A. A. Voronov [MV]. La cohomologie des graphes "commutatifs" connexes est egal 
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a la properade Bide. Dans le cas de la properade IBi, on trouve que la cohomologie des graphes 
"ribbon" connexes est egale a la properade eBi. 
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CHAPITRE 8 



Series de Poincare 

On generalise ici une demarche deja utilisee dans le cadre des algebres associatives (c/. Y. Manin 
[M]) et des operades binaires quadratiques (c/. V. Ginzburg et M.M. Kapranov [GK]). 
Soit V unc propcradc qiiadratiquc (issue cvcntucUcnicnt d'un PROP). A V (rcspcctivcmcnt a 
P'), on associe une seric do Poincare f-p (respectivement f-p\) dont les coefficients viennent de 
dimensions des modules V(p){m, n) (respectivement ^^^^(m, n)) lorsque ces quantites sont finies. 
Au chapitre precedent, nous avons vu que V est de Koszul si et sculcmcnt si Ic complcxc de Koszul 
■P' Klc V est acyclique. Dans ce cas, la caracteristique d'Euler-Poincare du complexe de Koszul est 
nulle et induit une relation fonctionnelle entre f-p et f-p\. 

Dans unc premiere section nous dcfinissons les series de Poincare dans le cadre general des S- 
bimodules et nous demontrons le theoreme verifie par les series associees aux properades de 
Koszul. Dans la suite, nous appliquons ce resultat aux cas particuliers des algebres associatives, 
des operades binaires et des operades quadratiques non ncccssairement binaires. Dans les deux pre- 
miers cas, nous retrouvons les equations fonctionnelles donnees par [LI] et [GK] respectivement. 
Le dernier cas est nouveau. Et nous donnons un exemple d'application. 

1. Series de Poincare des properades 

On se place ici dans la categorie monoidale des S-bimodules gradues par un poids munie du produit 
{cf. chapitre 2 section 1.3). On rappclle que toute properade quadratique est graduee par un 
poids (qui vient du nombre de sommct des graphes decrivant la properade libre) et que le complexe 
de Koszul se decompose de la maniere suivante : 

Proposition 160. Le complexe de Koszul associe a une properade graduee par un poids (eventu- 
ellement quadratique) V se decompose en somme directe de sous- complexes indices par le nombre 
d' "entrees et de sorties" (bigraduation naturelle du S-bimodule V) et par la graduation totale 
venant du poids. Soit 

m, n, d >0 

oil /C(d) (to, n) correspond a 

^ ^ ^ ^c^(to, n) ^ > ^("i' IT-) 'P{d){'m, n) 0. 

(d-i) (1) (1) (d-i) 

Remarque : On a la meme proposition pour le complexe de Koszul /C', version symetrique de IC, 

ou/C'(^;)(m, n) = {Vm,V')^^y 

Lemme 161. Soit V un §-bimodule tel que 0^ V{m, n) soit de dimension finie sur k. Alors 
la dimension de J^(^d){V){m, n) est finie. 

Soit V une properade engendree par un tel module V (V = T{y)/{R)). Alors la dimension de 
V(d){m, n) est finie. 

Demonstration. L'hyopthesc que le module 0^ ^^j^. V{m, n) soit de dimension finie sur k 
implique qu'il existc M et dans N tels que V{m, n) = si m > M on n > N . Comme il n'existe 
qu'un nombre fini dc graphes connexcs avec moins de d sommets et tels que chaque sommet 
admcttc \m nombre d'entrees inferieur a M et un nombre de sorties inferieur a N, on obtient le 
resultat voulu. □ 
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Le principal theoreme enonce dans cette these, le critere de Koszul (c/. theoreme 149), afErme 

qu'une properade V est do Koszul si ct sculement si les complexes de Koszul /C((i)(m, n) sont 
acycliques pour d > 1 (ce qui est equivalent a I'acyclicite des complexes de Koszul /C'^^^(m, n) 
pour d > 1). 

Dans ce cas, la caracteristique d'Euler-Poincare des complexes de Koszul s'annule pour donner la 
formule 

d 

^{-lfdim{r^Mc ^){ra, n) = 0. 

Dans le cas ou la properade quadratique V est engendree par un espace de generateurs de dimension 

totale finic, on peut appliqucr le Icmme 161 qui montre que tous les modules considcrcs dans la 
formule precedente sont de dimension finie. On peut done la developper de la maniere suivante : 

d 

fe=o (fe) (d-fe) 

Z^i^c'^^_^dimVl^{h, ki)...dimT'l^{lb, kb).dim'Pg^{ji, h) ■ ■ .dimVq^{ja, ia), 

ou la somme S court sur les n-uplets i, j, k, I, o et q tels que \i\ = n, \j\ = \k\, \l\ = m, \o\ = k et 
\q\ =d-k. 

Definition (Serie de Poincare associee a un S-bimodule) . A un §-bimodule gradue par un poids 
V reduit (c'est-a-dire V{m, n) = des que m = ou n = 0), on associe la serie de Poincare 



fAy, ^) = E '^^^^ir^y-^-A 



mini 

d>0 



lorsque les modules n) sont tous de dimension finie sur k. 

Si on pose 

^{9{y, X, z), f{Y, z')) = E^^c" n ^^(2/' 0, n -y^(0- -0, 

ou la somme S' court sur les n-uplets fc et J tels que |fc| = On a alors la proposition suivante : 

Theoreme 162. Toute properade V de Koszul engendree par un espace de generateurs de dimen- 
sion finie verifie 

X, -z), fr{Y, x, z)) = xy. 

Demonstration. On a 

X,-z),MY,x, z)) = 



y^Sy^ TT -^^^-^{y, 0, -z) TT A^^(o, X, z) 

P = l Q — 1 



0- 

m,n>i \=o H /3=1 a=l ^ 

=0 pour d>l 

= xy. 

□ 

112 
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Remarque : Comme le complexe de Koszul K est acyclique si et seulement si le complexe K' est 
acyclique, dans le cas ou la properade V est de Koszul, on a la formule symetrique 

X, -z), fpi{Y, X, z)) = xy. 

On va maintenant appliquer ce theoreme aux sous-categories pleine de S-biMod que sont A;-Mod 
et §-Mod. 

2. Series de Poincare des algebres quadratiques 

On sc place ici dans la sous-catcgorie monoi'dale pleine (gr-Mod, k) de (gr-§-biMod, Klc, /). 
Dans cette sous-categorie monoi'dale, une properade (un monoi'de) correspond a la notion classique 
I'algebre associative graduee. Dans ce cas, la properade (algebre) libre sur un espace V correspond a 
I'algebre tensorielle T{V). Et une properade quadratique est une algebre quadratique A de la forme 
A = T{V)/{R), ouRe T2{V) = V^^. Sa duale de Koszul est donnee par A' = {T{V*)/{R-^))* = 
(R-^)-^. Si I'algebre A est engendree par un module V concentre en degre 0, alors Al^ = On 
so place ici dans le cas oil V est un espace de dimension finie afin de verifier les hypotheses du 
lemmc 161. 

Proposition 163. Le com.plexe de Koszul a ici la forme suivante : 

Dans [LI], une algebre est ditc dc Koszul si les complexes /C,i sont acycliques pour n > 1. Cette 
definition est cquivalcnte a cello donnee ici (cf. theoreme 149). 

Definition (Serie de Poincare associee a un A:-module). La serie de Poincare associee a un 
fc-module gradue par un poids A est donnee par 

n>0 

si tons les modules A(„) sont de dimension finie. 

Remarque : Cette definition correspond bien a celle donnee dans la section precedente. En 
considerant A comme un S-bimodule, on a la serie de Poincare 

fA{y, X, z) = y^rfzm(A(„))z" xy. 

n>0 

Les deux definitions sont reliees par la formule 

fA{z) = fA{l, 1, Z). 

Comme coroUaire du theoreme 162, on a la formule suivante dans le cadre des algebres associatives. 

Proposition 164. Si A est une algebre de Koszul, alors les series de Poincare associees verifient 
I'equation fonctionnelle : 

fA{x).fAi{-x) = 1. 

Demonstration. En appliquant le theoreme 162, on a ici 

fA{z).fA\{~z) = VI/(/^i(l, X, Z), /^(l, y, -Z)) 
= 1. 

□ 

Dans la litterature, on trouve plutot la notion d'algebre duale definie par A!- = T{V*)/{R-^). Nous 
avons vu a la fin du chapitre precedent que A'- = AK On a alors I'egalite fA'{x) = fAii^), d'ou 

fA{x).fA'{-x) = l. 

ExEMPLES : L'exemple le plus connu vient du complexe original de Koszul construit a partir de 
I'algebre symetrique S{V) et de sa duale A{V) {cf. J.-L. Koszul [Kos]). 
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3. Series de Poincare des operades binaires 

Nous reprenons ici le raisonnement effectue par V. Ginzburg et M. M. Kapranov dans [GK] pour 
les operades binaires quadratiques. 

On se place maintenant dans la categorie monoi'dale (S-Mod, o, I) des §-modules munie du produit 
monoi'dal 

VoQ{n)= V{k)®s,Q{H)^---(E>Q{ik). 

l<fc<n 
il + --+ik = n 

Par definition, une operade {V, 7, rj) est un monoi'de dans cette categorie monoi'dale. L'operade 
librc J'{V) sur V peut etrc rcprcscntc par Ics arbrcs oii chaquc sommet a k entrees est indicc par 
une operation de V{k). Une operade quadratique est une operade de la forme : V = J^{V)/{R), 
avec R G !F{2){y). Sa duale, au sens de Ginzburg et Kapranov, est definie par = T{y^)/{R-^). 
Ici, nous avons defini sa coduale par qui correspond a V^^ . 

3.1. Cas binaire general. Dans Ic cas oil V est un S2-module (de dimension finie), c'est-a- 
dirc compose uniquement d'operations binaires, on parlc d'operade binaire (toutes les operations 
sont engendrees par des operations a deux variables). La graduation en poids est directement liee 
a la graduation donnee par le §-module V par la formule ^{n-i) = 'Pi'i^)- 

Proposition 165. Dans le cadre des operades binaires quadratiques, le complexe de Koszul cor- 
respond a 

/C(„_i)(n) : O^P'Xn) ^ (P'(n- l)oP)(n) ^ > {V'i2) or){n) ^ Tin) ^ 0. 

Dans le cas 011 l'operade V est de Koszul, la caracterisque d'Euler- Poincare s'annule pour donner : 

n 

Y,{-l)''dim{{V'{k) o V){n)) = 0. 
fe=i 

Or, on a 

^- UT,\n\ w n\dirnV'{k)dirnV{ii)...dirnV{ik) 

dim{{V'{k)or){n))^ > — — • 

. k\ii\...ik\ 

iiH Hk=n 

Ceci pousse a la defintion suivante : 

Definition (Serie de Poincare associee a une operade binaire quadratique) . A une operade binaire 
quadratique V, on associe la serie de Poincare 



n>l 

Remarque : Cette definition apparait comme un cas particulier des series de Poincare associees 
aux properades. En effet, si on considere V comme une properade, on obitent 

n>l 

Et les deux series sont reliees par la formule 

fvix) = fv{l, -X, 1). 

Proposition 166. Si V est une operade binaire quadratique de Koszul, les series de Poincare 
verifient I 'equation fonctionnelle 

fviUv{x)) =x. 

Demonstration. On a 

fv\{fv{x)) = (1, -/p(l, -x, 1), 1) 

= *(/pi(i,x, -1), /p(r, X, i)) = x 

□ 
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EXEMPLES : 

- Lcs opcradcs Com ct Cie codant Ics algcbrcs commutativcs ct Ics algcbrcs dc Lie sont des 
operades binaires, quadratiques et de Koszul. EUes sont duales I'une de I'autre. Comme Com{n) = 
k, on a fcom{x) = — 1 et comme dim Cie{n) = (n — 1)!, on a fcie{x) = — ln(l + x). Ces 
deux scries vcrificnt bicn la relation prcccdente. (c/. [GK]) 

- Un autre exemple est donne par les operades Ceib et Zinb representant les algebres de Leibniz 
et les algebres Zinbiel (c/. [L2]). Ces deux operades sont binaires, quadratiques et de Koszul. 
EUes sont aussi duales I'une de I'autre. On a Ceib{n) = fc[S„], d'oii fceib{x) = fj^- De mcmc. 
on salt que 2inb{n) = d'ou on tire fzinb{x) = j^- L'equation fonctionnelle est encore 
verifiee ici. 



3.2. Cas non-symetrique. Si les operades cn question peuvent etre decrites sans Taction 
du groupe symetrique, on parle d'operades non-symetriques ou non-S. Soit V une telle operade, 
alors le §„-module 'P(n) est un §„-module libre que Ton note 'P'(n) ®k k[^n]- Dans ce cas, 
I'objet sous-jacent a I'operade est juste le fc-module gradue V. La serie de Poincare devient 
/•p(x) = l)"dim'P'(n)a;" et le resultat precedent reste vrai. 

EXEMPLES : 

- L'exemple le plus celebre est celui de I'operade As des algebres associatives. Cette operade est 
une operade non symetrique binaire quadratique et de Koszul. Elle est autoduale. Et, sa serie 
de Poincare vaut f^s {x) = fj^ . 

- Un autre exemple de telles operades est donne par les operades Vias et Vend representant les 
digebres et les algebres dendriformes (c/. [L2]). Le §„-module TDias^n) correspond a n copies 
de A;[§„], d'oii fxnasix) = (i^fj^- Quant au S„-module Vend{n), il est isomorphe a une somme 
directe indicee par les arbres binaires planaires a n sommets. Le cardinal de cet exemple est egal 
au nombre de Catalan c„. On a done fvendix) = . 



4. Series de Poincare des operades quadratiques 

Le cas precedent etait deja connu et donne dans [GK]. Cette article decrit la theorie de Koszul 
des operades binaires quadratiques (comme As, Com, Cie etc.). Dans ce cas particulier, on s'est 
fortement servi de la relation 7^(„-i) = 'P(h) pour pouvoir ccrire Tequation fonctionnelle verifiee 
par les series de Poincare. Pour depasser cette difficulte dans le cas general, il faut introduire le 
poids dans la definition de la serie de Poincare. Ceci apparait naturellement lorsque Ton ecrit la 
serie de Poincare d'une operade gradue par un poids comme une properade. 

4.1. Cas general. On reformule la propositon 160 dans le cadre des operades. 

Proposition 167. Le complexe de Koszul se decompose en somme directe en fonction du "nombre 
de feuilles" (graduation du S-module) et de la graduation totale venant du le poids 

d, n>0 

ou /C(d) (n) correspond a : 

/C(d) (n) : ^ V[^^ (n) ^ V[^_^^ o ^(n) ^ • • • ^ o ^ (n) ^ V^^) (n) - 0. 

(1) (d-i) 

On a le meme resultat pour le complexe de Koszul fC' ou 

IC[d){n) : 0^P|^)(n)^7'(i)(n)o^(n)^---^7^(d_i)O^(n)^P(rf)(n)^0. 

(d-i) (1) 

De la meme maniere que nous avions dcfini une serie de Poincare pour les §-bimodules gradues 
pas un poids, on pent le faire pour un §-module gradue par un poids. 
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Definition (Serie de Poincare associee a un §-module gradue par un poids). A tout S-module 
gradue par un poids V, on associe la serie de Poincare 

^-^ n\ 

d>0,Ti>l 

Remarque : Cette defintion est bien un cas particulier de serie de Poincare associee a un §- 
bimodule. En efFet, ces deux definitions verifient la relation 

X, z) = yfv{x, z). 

Dans ce cas particulier des operades I'equation fonctionnelle donnee au theoreme 162 se simplifie. 

Proposition 168. Soit une operade V quadratique et de Koszul, alors les series de Poincare 
verifient les equations 

fvi{fv{x, y), -y) = x et fvif-piix, y), -y) = x. 

Demonstration. D'apres le theoreme 162, on a 

fviiMx, y), -y) = ^{fri{l,X,-y),MY,x,y)) 
= X 

□ 

4.2. Cas non-symetrique. Comme dans le cas binaire, si P est une operade non-symetrique, 
on pent simplifier la serie de Poincare en posant 

d, n 

et la proposition precedente reste vraie. 

4.3. Exemple : Cas d'une operade libre engendree par une operation n-aire pour 
tout n. On considcrc I'Dpcradc non symetrique libre V engendree par I'espace V = k{ . . .}. 
Done r = J^{V) ctV'^ = k®V. 

Remarquons que J^{V){n) est de dimension finie alors que I'espace des generateurs V est de 
dimension infinie. 

Proposition 169. L'operade T{V) est de Koszul. 

Demonstration. II s'agit de montrer que /C(d)(n) est acyclique pour n > 2. Comme V' = k(BV, 
ce complexe se reduit a : 

(d-i) 

Or, l'operade V etant sans relation, le morphisme d -.V o ^JP^ (n) Vi^d) {n) est un isomorphisme. 

(d-i) 

D'oii le resultat. □ 



a;2 



De la forme de 'P' on tire la serie de Poincare associee, 

fv\ i.x, y)= Yl i^)^"y'^ = x + Y,x"y = x + yj^ 

d>0,n>l n>2 

D'apres la proposition 168, on obtient 

fr{x, y) - y . ^ . . r = x. 

l-fv{x, y) 



Ce qui implique 
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{y + l)/2 (x, y)-{l + x)fv{x, y) + x = 0. 
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Soit Pn{x) le polynome de Poincare du polytope du Stasheff de dimension n, aussi appele as- 

sociacdrc ct note ou Kn^2- Ce polynome s'ccrit P„(y) = X]fe=o tt^'^^fe •2/'^ "-"^ ^"^^fc represente 
I'ensembles des cellules de dimension k du polytope de Stasheff de dimension n. On pose, fxix, y) = 
T^n>o Pn{y)x"' la serie generatrice associee a ces polynomes. 

Les cellules de dimension k dc K"' pcuvcnt etre incidees par les arbrcs planaircs a n + 2 fcuillcs 
et n+1 — k sommets. Cette bijection implique que tJCe/|J? = dimVn+i-kin + 2). Ce qui donne au 
niveau des series generatrices : 



n-1 



fv{x,y) = x + 5]5^dimn"/ar" 

n>2 fc=l 

n-1 



n 

= x + yx^J2[j2iCelZ_^y'')x" 

n>0 k=Q 

= X + yx'^ ^ Pn (-) =x + yx'^fx (xy, . 

n>0 ^ ^ 

En utilisant I'equation verifiee par f-p, on en trouve une pour Jk 



((1 + y)x^).fK{x, y) + (-1 + (2 + y)x)fK{x, 2/) + 1 = 0. 
Co qui donne la formulc suivantc : 

Proposition 170. La serie generatrice associee aux polytopes de Stasheff verifie 



l + {2 + y)x- ^1- 2(2 + y)x + y^x^ 

= WTy)^' ■ 

Remarque : On rctrouvc ici le meme formule deja que celle de J.-L. Loday et M. Ronco dans 
[LR2]. La methode utilisee dans cette article est la meme qu'ici mais repose sur I'operade de 
Koszul des trigebres dendriformes. Notons que cette egalite se demontre aussi de maniere purement 
combinatoire a I'aide de la formule de recurrence qui donne le nombre d'arbres planaire a n sommets 
en fonction du nombre d'arbres planaires a k sommets, avec k <n. 
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